: §G

~ _SLOVENSKA VYSOKA SKOLA TECHNICKA V BRATISLAY

TR ~ STROJINICKA FAKULTA

. €

Prof. Dr. Ing. O. Puthner, DiSe. - Doc. Ing. A. Kamensky, CSec.
: ' | Prof. ing. J. Sye-Mily, CSc. - Doc. Ing. S, Tesar, CSc.

ruznost a pevnost

4







2 0 Zakladne p@gmy naaﬂky o pmzn@s&a
- a pevnosti

2.1 VONKAJSIE SILY

Jednotlivé Castl komStrukeiil v spojeni s inymi tvoria konStrukdny celok,
ktory je bud v pokoji (napr. mosind kondtrakela), ‘alebo v pohybe (gasii
strojov, vezidiel atd.}. Pritom prostrednictvom vzédjomfch dotykovich pléch
prenddaji sily ;}ednh na druhd. Sily, ktorfni pésabia ogtatnéd fasti hondtruke-
cie na uvalovant sob Singthku, nazfvenme vonksisimi g 1 2l o Tiet@ aily mbieme k
sozdelit podis rdznych kritérii na: '

a/ objemové sily (hmotové), pbdscbizce na kafdy prvok obj emu (ako Su napr.
vliagstnd tisf telesa, odstredivé sily atd.) e su %o ﬁeda sily umerné ve;?i-
kosti hmotnosti uvazcvcmeha telesa,

b/ pmmc}mvé sily {(dotykové) - =lebo +ie? sily vsdioméhoe pdsobenis -
medzi vy¥etrovanou sidisstkoun a sudisctkami Eusadnymi ?oscbw bszprem
s‘sreuﬁe na povrchu telesa, . to ako skcie o reakcie.

Vonksjdlie sily mbfsme dale] roziriedit podls «niek;%arj,?ch priznakc;v 1nas

1. ngmeié, gk ¥ inck vonks s 3e] miy s;,swreaﬁj*e 88 na velmi mab; plb8kn
v pomere k cell:cvym rozmerom telesa. Pri vypoc’tonh uvazug eme, Ze takd-
‘t0o sils pdsobi v bode. Tdto z,}edneﬁusuguca predsts’va sluZi len ne ulaki-
peﬁie vypodtu. Osamelé gily meriame v 3\{_ (newtoneuh) a.'leba v ::i;i {me-

genewbonoch) s

2. spojité, ked culast, kiorou sa prendSaji vonkaj¥ie sily, je dost velkd.

' Spojité zstaZenie je rozloZené na wuriitej &isrve (ak piochs, na ktorej

. pbsobi, je dost fizka v pomere k ostatnym rozmerom teless), aiebo ne plo-
che. Vlastnd tia? nosnika predstavuje tief spojité zatafenie, rozlole-
né po diare. Spojité zataZenie, rozlofené po &iave, meriame v jednot-
kéch sily vztafenfch na jednotku dlfky, teda v MI . ot slebo v N

&
S

zatafenie rozloZené po ploche meriame v Jednotl ach silv vzﬁaﬂezzych nE
T jednotku plochy, tTeda v MN .m 2, alebo v H .mm 2 ’

. Zetafenie mo¥no dalej delit na trvslé a &é‘éamé; Prvé pesabl po rely tas
‘ trvania kondtrukeie, napr. jej vliastnd tiz% a pod. Dolasné zatadenie p8soc~
‘bi len nejeky Zasovy usekg napr, tiaZ greshaeza;;aseho voz : e moste &
pod. ' '




na.mic, é. ‘Sfaticicé zat’azenie vzrasta pos npne s:ed nuly az na vlae'bnv., meno-
—_—
vitu hednotm Posobenie dynamckych ‘811 vzniké spravi&‘la v krétkej Eaaovej

o p_erwde & pritom ‘aj suciaatky, na ktoré dynamické sily posabia; su o‘bycajne
0 ‘v pchybe.

2.2 VNUTORNE SILY - NAPATIE

V statike sa ¥tuduje rovnovdba sil absolitne tuhého telesa, ktoré v prirode
nejestvuje. Prvky konsStrukeii menia pdsobenim vonkejsich sil svoje rozmery
: ‘e tvar. Tejto zmene sz hovori deformicia, kiorej velkost s charaskier suvigl
} g0 Bbruktiroun pouZitych materiflov. Vietky m&i:e;riély moZno rozdelit do dvoch
’ skupin: -

1o-krystalickd, : :

2. amorfné.

podtn malfeh zin. Keidé zrno tvo-
r{ sustave atomov pravidelne v radoch rozloZenych, kicré tvoris tzv. krydta-
licku mriefku. HNaproti tomu amorf*zé msteridly ne a;g'é pravidelne usporiada-
né atémy. '

Krys*’?alickﬂ materidly se skladaju z ve%l}tehe jole)

Atomy se wdriuju v rovnovéhe vzdjomre pbsobiscimi silemi, tzv. mﬁta@ﬁ'

. pilami. Vplyvom vonkejdich sil sa vzdislenosti medzi atdémemi menia (telese
ss deformuje), o je sprevédzené zmenou vzdjome pbdsobiacich sil medzi atd-
‘m’ami. ¥ prvkoch kondtrukeie v;.nika;ju teda pémobenim vmka;j gich sil dopinko-. b2

. wé ynutorné gily. ktoré pOsobia proti snshe vonkajdich sil porusit kons‘bru}gw '

'-cﬂ,v prvok, alebo menit jeho tvar. V dalSom budeme tlebto sily naszyvel len

,'mutornym:. gilami. ) ’ ' : i

Aby se dal &iselne charskterizovat stupedl udinku vonkejsich sil na deformo-
veny prvok, treba vediel merat,. rés;p . vypoéitat veIFé‘st*"”vniitéﬁﬂj‘ch gil. ¥
'tomia sa B4 pruznosti - pev’nost:. pouz:wa tzv. metoda myslenych rezav, & to mb-

etoda ;}edného nwsleného rezu, ktorym rozdellme 'l;eleso na dve cast-i ko-
n ne;] veIkosti, (vedie 'k riefeniu rovnice o ;jednea naznémej). e ‘




{}%}I"e ' 2“1

b/ nafe uﬁahy budu se tykatl vdESin
ké podmienky rovnovdhy su:

I e

]

1y teles

Poscbenzm onkaaszch 911 8a ‘oba aie«
mna¥ie oddelit a u&rzuéu
a8 pohromadﬁ vaagamﬂvmi ynutornymi
silami, poscbiaciml medzi etomsmi,
ktoré sg ya oboch stranacﬁ mysaleného
rezn., Na obr. 2-1b su nakreglené vy-
gl dmmetgdﬁovmﬂomgdlll. Voo~
-%éfné Bl‘” PGSOblﬁ?ﬁ na gast A .od
tssti Bo& vnut@rge sily pdeobiace

na dast B od fasti A ea podls zé-

kone akele & reakcie mebe rovasiu. Ak

£ s _y - iF
wh nesbet zaee rovnovéha, pusls byt

=

& 4 3 # 5 L s
vnotorné sily pCechblisce ne Caav L v

“

. yovnovéhe vcnfsiéim¢ gilsmi piasobige

cimi na tuto Sast a rovnaske i na las-
+1 B. Visiédniou vautornfeh sll v
ny gl enom r@z&3ur5ime teda z podmienck

g/  pre priestoroveé Gtvery z podmienok:

rovnovéhy © éléuEJ Sasbi, & to:
‘) . 4
o & g ‘?z = 0
. et ) 2
0 s M, =0

ou rovinnfch Gtverov, pri kiorfch stetic-




1t i pomeru. vnutornych sﬂ &B AN AT k ploche AS sa nazfve na-
' ktorého smer a zuysel sa zhedu;je 8¢ smerom 8 zmyslom sily a ktorého
rozmer je N.mm 2 (prip. M¥ . ) Nepiitie v dalSom texte budeme oznafo-
. ' ' o 'irat’ pz.smena.mi Oznafenie P budeme pouZivat
pre napétie Iubovolne sklonené k vysSetrovane]
ploske, piesmenom & budeme oznadovet normilo-
vé napitie, ktoré Je kolmé na rovinu rezu a pis-
‘menom ° Smykové napdtie, ktoré leZi v rovine
rezu (obr. 2=-2b).

Jednotlivé napétia definovené si vztahmis

¥ : P aP : B
= lim = = e : /IT=1/-
=B AS=+0 AS as
. S P
ok . 1in AN o ay ,
AS=>=0 AS as
_ . - , L',, /11-2/
Obr. 22 SR , _ A=e/
Bttt : T 4aT
| o g, AT 8
As-—»-o AS as
"‘~-'-\;Hormalovém napdtiu priraduj eme tie% znamienko, & to: kladné, ked zmysel ;
sily AN smeruje von z plochy’ § (obr. 2-2), & nazyvame ho napitim {Yaho-
‘ : Vym, ek je zmyeel sily AN opacny, prira&ujeme mua znamienko m:mus, a ta-
"‘ké‘m napb.tie nazyjvane tlakovym, : :

Lom Na zmysle & -8mere smkoveho napatia obvykle nezélezi ale len na ;jeho veI—

Iné ,;napatie, ako tahové, tlakové ‘alebo smykove nie je myaliteIné Pri ka¥- i
'druhu namihanis mb6iu sa vyskytovaf 1ba tieto napatia, a %o alebo kazdé : 1
oatatne, alebo v k’ombinécii. : - ' ;
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2.3 2AKLADNE DRUHY NAMKHANIA

Ne teleso nech pbsobi vieobecnéd prisstorovéd sisteve sfl (cbr. 2-la), kbord
- e v rovnovéhe. Stenovme ich G&inok v TuboveInom myslenom veze & . Ako sme
- u¥ v predchédzajicom hovorili, pdsobl na Gast A - \blcrem‘vonke;i gich eil 1 vf=
sled.nica,ymitomjch gi1 P, ktorei pdsobiske jef‘napr; v hode € (obr. 2=3)

¥ mysleného rezu @ & rozioiime ju
do zloZiek sﬁradnicovﬁéh\osi X, Vs B
2z ktorjch os x je kolmh na vez @
- (obr. 2-3). Tiete zloiky vysledne] oG-
tornej sily su na ourdzku vyznalend

E‘:J:g ?ys B

T y ‘Prelofme vnutornu silu P do tefiske

Ako vieme zo statiky, treba k prelofe-

nej sile, resp. k jej slofkdm pripsjid

e¥te dvojicu eil, ktore] zloiky do e
3 £ 4

rednicovyeh osfi su MN_ o M:y s M.

Gbl" e 2"3

: Ak pbmobi v talisku rezu é viaced sil
& momentov, hoverime o zlo¥encm {kombinovanon) nemdheni. Ak pdeoki v uvaio-
vanom reze § len jedna 2 uvedenfch zloZiek, hovorime o jednoduchom (pros-
4om) naméheni. Podle toho potom rozozniveme nesledovné jednoduché {(prosté,

gisté) pripsdy namdhania:

2.31 Prosty veh (tlek)

0 prostom tehu alebo tlaku hovorime viedy, ek 2 uvedenych zloiiek si;i g mo~
mentov pdsobi len zloZksa PXE W (obzr. 2-4a)-

LLLLLLELELLEL

'

|
|
N
I 1

. Obre 2-4

ama ty&, kon¥tantné-

| Fejjednoduchiin pripadon fahového namfhenia je tenké priems nten
‘ Najjednoduchdinm

" ho prierezu, naméhand podle obr. 2-4b, osovymi silami F.
< pripedon tlakového nemfhania je ‘pripad podla obrs 2-4c.




TR

15myku hovor:me vitedy, ak v nwslenom reze posobia len zlozky P_
Vo r. 2-—5&) Vyslednd smykové sila v Teze P je da.né geometrick;rm '

FeT

Sy

Obl" & 2"’5

‘»’:Ee,jjeducduchéi pripad nemihanis Smykom je ns obr. 2=5b.

'2.33 Prost§ krut

‘.‘O tomto druhu naméhanis hevorlme vtedys: sk v myslenom reze _;5@ zo vBetkfch
:mcznyc-.h zloZielk pSeobi len moment M= N, ktorého rovine pﬁsabenia je v
,rovine rezu § (obr. 2-68). : :

,me”‘vte‘dy',”"ei.k'V'myslenom reze ® pbsobi len moment h"w
' 1 obidve zlozky sucasne, v takom prlpade spra-
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Najjednoduchdi pripad tohto druhv namdhania je nomik z’a‘ﬁaéen‘j podY¥a obr.
2~Tb, kde ale okrem ohybového momentu uplatiuje sa aj vplyv priednej sily.

Y
p

2.39 Vzper

Podobne sko pri prostom tlsku, i v tomto prlgsa&n (ebm awfi‘ia} p&s@bi ¥ mysie-
nom rege len gila P M.

¥ namfhaniu ns vzpér dochddze viak viedy, ak tlakovou silou namfihand ty&
(obr. 2-8b) mé priedny prierez oproti afske mely. Takle namfhand ty& néhle
vybodi z osi, prehne sa, af sa zigomie

LLLLOLLLLLLL

o

.

e

Obr. 2-8 T obr. 2.9

2.4 PdMERnE PREDﬁZENIE‘

Ak namahe.me priamu ty& t‘ah,om poéIa ‘obr. 2-9&, pezorujeme, Ze tyl sa predi--
zuje. e e
‘ Uvazujma Valcek nekonecne me;l.ej ﬁysky éy vo vz&ialenesti y (obr. 2-9b)

od spod.neho okra:}a tyce@ Zetafenim t_yce; 88 ve.léskj ‘.‘po‘s;lpifej & gehggjska B8
zvaés:. o Ady.




ky 4 )

Ady
dy

/1I~4/

, nazjvame pomemym predf.zen:.m (Je to predil.enie? pripadajice na jednotku afx-

_'Ak je pomerné prediienie vo vsetkych bodoch prierezu a vo vsetkych priei‘-
nych prie ezoch rovnake, mdZeme celkové predfzenie ty8e vyj adrit vztahom

a 3 toho

[Ady /6 dy

2.5 POMERNE SKOSENIE

: C

y
g L
sl |

£

=§5.. dy = 5.[ o /11-5/

0

/11-6/

Ako vidiet z rovnice /II-4/ alebo /II-6/ » 'pomerné predlZenie je velilina
bezrozmerné. ~ ' :

?

. UvaZujme elementérnu Easﬁ ABCD s rozmermi ax 5 4y , dz (obr. 2-10), kto-
: é__sa vplyvom §nwkovych napatl pretvori, a.ko je to na obrézku vyznaéene.

Ak Je toto pretvorenie malé, mbdieme

zmenu d{3ky dy szenedbat. Posunu-
L tiée du mdZeme potom vyjedrit vzte-

; du = tgg . dy
alféebo '
- ,dy’ = ay
Ké&ié uhol 7~ Je ‘maljr, moZno pisat




. du=3~..dy

a z toho pomer

nazjveme pomernym skesenim. Tak ako pomei'né pred{Zenie, je 1 této velilinas
bezrozmernd.

2.6 PRACOVNY DIAGRAM MATERIALY

(Diagrem zdvislosti napitis s prediZenis)

v *

Informicin o mechanickych vlastnostiach materidlu ném dévaeji mechanické skid-
ky, Jedna 2 ﬁakychta skudok Je trbhacis skuske tahom. SkuSobnéd tyd normsli-

z.ovaneho tvaru & rozmerov upne sa do delusti trhacieho strojs e postupne ply-
nule sa zataluje. Stz'oj sutometicky zaznemendve velkost zablafenia a prisiud-
né predfZenie gkudobnej tyde. Pri znémych rozmeroch skusobﬂe'i tyde (prierez

So . dal¥xe £ ) moZno ziskaif zavislost’ pomerného predizenia od napétia.
A7
F ~
f 6‘=§; | F'/ - i
=T & - i
T~ " it~ &7 i
%WT__??\ | 2
_ R ‘\%2‘
. . 1] .
' Lo !
i Folf— . Gt :
Sollal | !
i A |
‘ ' l af
: R | | eadf
@ o« \ Y | L Ere €
O\ie , o . :
. ‘Obr. 2-11 _ X . Obr. 2-12

- Na obr. 2=11" je nsekresleny diagram napéit'ia a pomerného predlZenia mikkej

a konstrukcnej ocele. 2 obrdzku vidiet, e dast diagramu aZ po bed U jJe

- priamlcova, ¢iZe napgiie je tmerné predizeniu. HWap#tie prislucha:}uce bodu

+ 1 nazyvanme medza Umernosti 0", . Pri gkiuSke moZno néj st také napdtie, po

“hodnotu ktorého bude mat ty& len pruiné deformécie. Tolo napétie sa nezyve

" medza prufnosti’ G o Bod. B leid apravidla vyssie, gle velmi blizko k bo-
du U. Pri dol¥om zvySovani zataZenia zalne sa v bode K skugobnd tyd
predlZovat bez toho, Ze by napitie stupalo. '




ook, Konecné rozrusenie

-7 - | -

“Napétie pr:\.slﬁchajﬁce bodu K (respe. K’%) nazyvame homou (resp. spodnou)
medzou klzu. :

it

i Najvddsie: ‘hodnota: napatiav»ipri skuske Je iané napétim 6" = medzou pevnosg-

, astéva viak pri @apatl, ktoré prialucha bodu Z .

Na obr:-2=11-8larkovane: je vyznadeny prie%eh tej istej zavislosti (napatia
- predizenla), vzfahovany viak ns premenlgl.vy prierez.

. Na obr. 2=12 je znézorneny diag'am fahov skusky lietiny. Této 14tka mf vel-
mi nizku medzu umernosti a nemd jasne vyliraneni medzu klzu v tahu.

TR sy

2.7 HOOKOV ZAKON

B,

.Ako vidiet uZ z obr. 2-=11, je aZ do medze vmernosti G’U mnohych létok prie-
“beh disgramu napatia a p*ediaenia pre tall & tlak priaemkovy. Plati tu potom
vzt’ah '

et

-g- = kon¥t = E = tgot /11-8/
alebo SE
6 = €. E t.3. LE = — , - [II=9/
] E ,
£

Tento ‘zé;kla'.d.m’r‘ zfékan pruinos‘ti a pevnosti sa nazjve Hookov zdkon.

%’

i

o ‘Konstantu E nazjvame modul pruznost:r. v?'lfahu.

- Pretofe. pomerné predizenie je z.évislé odﬁmateriélu, ;je aj modul prunosti E
. zévisly len od materiflu- (je %o material%vé konStanta). PretoZe pomerné pre~
- dl%enie’ je: ‘bezrozmerns - velicina, ma moduﬁ pruznosti v -Ba.hu rovna.ky rozmer

~ ako napé.tie, teda :

3 “Hod.nota.-E . pre ocel Je 2,1. 105 .n;g\; = 2,1, 10° H.Ainm’zv.

-Q.;,i_Z rovnice /I1-8/ vyplyve i vyznem modulugpmznoéti. Je to také '(mysierié) na-
patie, ktoré by -posobilo predizenie slcuéobne;] tyce o celn povod.nu alzxu
(& = 1 ) ° : )
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“7 Ak namidhame nejaki ldtku prostym Imykom, mbieme skus-
ckami urdit vztah medzi Smykovym napitim T a pomernym
_skosenim g . Wa obr. 2-13 je nekresleny diagram kon-
- Strukénej ccele, ktory bol z;s;en;y pri namihani tenko- -
- stemmed rurky progtym krutom. Diagram sa pcdoba diagra- °
.mu skifok v tehu & mb¥eme na Hom vidiet medzu umomos«

t1 Ty (bod U) a medzu kizu ’E’K v Smyku (bod K.

7

Ob & 2“' 37 2 o ’
* 13 . Ako vidiet z disgramu, je zévislos? medzi Smykovym na-

patim @ & uhlovym pretvorenim (pomernym sklzom) z - af do bodu U linedr-
na. Po tuto medzu plati teda vztah

YT = G .p alebo : r o= fIT-10/

I’ EPZ

kde G je materidlové kondtsnta s nazfve sa modul prﬁ%nusti v Spyku. FPre-
tofe y Je velifina bezrozmernd, md 1 tento modul (tek sko of E) rozmer

MN .22 elebo N.mn 2. Hodnote tohto modulu pre ocel je
¢ = g.1200 .o = 8.20% §. m?

£k je modul prudnosti urdite] létky vo vietkfch smercch rownaky, hovorime,
e 1étka je izotropnd. MNateridly poufivené v technicke] praxi povaiujeme

sprevidle za izotropné s homogéune, t.j. také, o vo wdetkych smeroch najd
rovnaké vliastnosti.

2.8 PRIECNE zUZENIE

Sucasne s prediZenim skusobnej tyce v smere ogi X objavuje sa shsétenis
jed priednych rozmerov. Toto gkrétenie je, ako skudky ukdzali, v rozeahu
' platnosti Hookovho zdkona pri :.zotropnych pateridloch umemé napétiv @,
& tym 1 osovému pomernémi predifeniu & Ked vyjmeme zo skufobnej tyle
elementérny hranoléek poﬁIa obre 2-14, potom budy priedne zifenis v EWETE

y & 2

. . Ady "EI @/ Cu.@" B
8}’ - = o &= e - e
dy m u E B
e /II”lll
6' Adz Ex G’ FIRN A D
zZ  am m n E E
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Sﬁé;l;nite’la:vm" ‘nezyvame Poisgonova konstanta. ‘Niekedy sa pouzive aj ho&nota

P
@ = —;— ktoru nazyvame Poissonovym &iglom. Pre oceI Je Poissonova kon-
Btenta m = 10/3. | '

16

~’-'-—--—-§"—G-4€-_—i-—- - |
; o
; o de:é’_dx
Y 0 '
o d | Adv=Edk)|E.)
N ey
6 —— e |
’ /) ! | X
! { ,‘/' T
—— — —_—
| 4 as
Obr. 2=14 . . _ Obr. 2-15

2,9 ENERGIA NAPATOSTI

‘a/ normé.i_ovjch napat{

;_l’retoze podla Hookovho zékona je zévislost’ medzi napat:.m & deforméciou line~ .
' 4rna; mo¥no zatafenie v zdvislosti od pred]'.zenia. zndzornit trojuholnlkovym

; ‘zf;diagramom (obr. 2-15).

o lr8ime energiu napatosti elementérneho hranolceka rozmerov  dx. dy dz (obr.
2=15). Podla definicie zndmej uf z fyziky - prédca sa rovnd

v;’bha;s’om pripade je to deformadnd prica vonkgjich sil).

%
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Tento.vzorec pouZijeme viak i na vypolet energie napétasti. Vnﬁtorné sila

posoblaca na elementdrny hramoilek je F = o . dS. Kedse gle v nadom .
 pripade ide o energiu napgtosti elementérneho hremolfeks, budeme pisat na-
~.miesto W .diferenciil energie napdtosti di. Potom dostaneme:

- pdx . pdx
A&A«w = F Q,d’s = '[ GJW @S‘s d(s dx) = @Je ﬁy ; &z vd(%e df&:?

Le)
B
O

w - ) ‘ @ aw 4 : =4 .
Pretofe O = €.E @ dy, 4z, dx st kondtanty, wdleme tuto rovnicu de-
ie} uvpravit ns tver

Eo Gx ' £, 4%

A 1 ,
dy A% B e ge i?:e &QEN;G.X} =

i
i

dA@' ay«dZeE [Eed(gtd:ﬁ:)

dx
o | - )
dy az B (E.ax° 1 - 2
= . - = dx dy dz B. €
dx 2
8 po uprave
1 ' .
by = =, . 5. av - /1I=12/
, 2 | |

‘kde dV = 4x dy dz Je objem elementn. Pre daliie vv;f@a?’:%y je vBak v¥hod-
né vztahovat energin nepitosti na jednotkw objemu, ktoru potom nazyvame épe-g
sifické slebo mernd energle napdtosti, e oznadujeme ju A,la Potom ’.fzeda

6’ 1 1
av 2 2 E 2

o T
g G &‘ /II=13/

?&né.mkam -Energiana@ﬁtesti je vidy kladna’.,“;%; ked ide o nemdherie v tlsku,
TETTTETTT lebo: ' : :

1 1 , - ©
— (=C) (~E) = =G &

b/ Emykovych napdti

Podobne ako pri ené:r:gii nepdtosti normflovich napiti, Je aj tu, v medzlach
platnosti Hookovho zdkons, zdvislost medzi nepdtinm a pretvergnim linedrna,
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“tekle mbZeme zntaZenie v.zévislosti od posunutias vyjadrit trojubolnfkovim
‘diagramom (obr. 2-16). |

y
. . T v H
- du= gedy 7 i , / |
Tl » 3
. [ \
1! R \ .
oy ! . / i( : N d(l:;fa_j/
77 f//////(/////f//; 7 0 : . >
ol
= D b i A Pt
Obr. 2-16 |
= Postup pri odvodzovanl v-yrazu pre Specificku energiu napidtosti Smykovych na-
" pEt je rovnalqr, ako v predoslom pripade, a jeho koneény tvar bude
. p
i @ 2 1 + 1l : .
Al‘lf = -"2 G ® gy = - Y = oct’oa“ /IIm14/
: 2 G + 4 _
/- 2,10 MIERA BEZPECNOSTI A DOVOLENE NAMAHANIE
- Medzi velmi dBleZitymi ddejmi, ktoré ndm déve trhacie skiske v tehu, je me-
e - dza klzu a medza pevnostli materidlu. Ak tieto poznéme, mdZeme wréit pre kai-
o an zvléStnu technicku ulohu velkost nepiétia, ktoré mb¥eme pokla,da? 28 bez-
o ‘."pecné '.Poto pr:.pustné napatie nezfva se dovolené namihanie. Pri volbe dovo-
y : leného- naméhania pre-otel treba si uvedomif, Ze tuto 14tku pri napatiach pod
?

omedzous umernosti mbZeme povaiovat ze dokonale pruznu & pri napédtiach nad tou-

- 'to medzou dochddza k trvalém pretvoren:.u.ﬂ Aby sme teda mali konStrukciu v
pruZnom- stave, volime dovolené namfhenie - p d medzou umernosti, Pretofe zis-
‘jt‘vanie tejto medze jé dost obtainé a ;je;}‘j oloha zévisi od presnosti merania,

; ,f,,_(_,‘,,eme pre urdenie dovoleného naméhania Tdtky obyfajne medzu klzu slebo me-
dzu pevnosti. Velkost dovoleného naméhaniq potom urcuj eme podla rovnic

29}

K

:j anv = /11‘15/

:kde

- BK ::-e,e.p..~ sp i miery bezpefnosti vzhladom na medzu klzu @% , Tesp.
na‘medzu pevnosti @’Pt ° : ‘

4
A
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s~ Pri konftrukénych oceliach berieme poiom zs zdklad pre vypofet dovoleného na-

.mdhenia medzu klzu,;@kvm-_Mieru bezpednosti. berieme pritom pri s%axickoﬁ ng=

-;;xméhani;<sx~ = 1,4 % 1,6. Pre krehké materiély (liatine a pod.) beriems za
zédklad na urdenie dovolendho namdhanis medzu pevnosti G%te

Miere bezpeénasti_zévisi hlavne ns presnosti, s akou poznéme vonks)Sie eily
pdsobiace na konStrukciu, s ekou presmostou mdfeme vypolitet nepitie v jed-
notlivych prvkoch kondirukcie = tie% ns homogenite pou¥itych ldtck. Pre mac-
ho konStrukeii st hodnoty miery bezpednosii urdené normami GSW.

Podla rovnekjch zdsad volime dovolené namdhanie v Smyku

/IT=16/

Ako &slej uvidime, je vzteh medzi 6&0? a %Eov urdeny hypotézami pevnosti.

Je zrejmé, ¥e sk mé byt sidiastks bezpelnd, potom musi by¥ splnend podmienks

613&3: g 6:.r‘LO'V
alebo §‘§
q’ -

nax = dov

&o nazyvame podmienkani pevnosgii.

\




28 tohﬁopredpokladu potom pedmienka rovn

Ol
3.0 ﬁﬁ@hy prostého tahu alebo

a/ Staticky urdité pripady

3.1 NAMAWANIE OSOVOU SILOU F

Urdime najprv velkost napdtia v Tubovolnom:
- . nej silouw F podls obr. 3-la. Napdtie v
Ze tyd v tomic mieste rozrefeme myslenjm
Sast odgtranime (obr. 3-1b).

F
sk Iu{)]'z//'} R r?—i Y VIR , , musime do myslenéhe rezu vlo=
: I ! LR .é” : : 1 ; S étomé sily. Vye'! ednica tychto
. Y
II ' 1 . :' } Z,E . 6S
B L ?ﬁ‘
N R T
| ‘ |
NI EN SN s,
i L] L
Ll i— _j__jf
oF s Folibo F ﬁ mie Pri prutoch s konstan’cnym prle-
e, g e S Sre
R I SV rez glebo pri prutoch, kto”ych prie-
o Qbre 3=k rez _malo mem., gila F usiluje sa

; . kay; aby. sledovany prierez, povodne rovinn, ostal rovinny i po deformicii.
: .;Z podmeﬁky zachovenia-rovinnosti prilerezuivyplyva, Ze napatie ma konstant-
nu hodnotu v kaZdom bode prierezu. :

hy ¢asti tyée (obr. 3-1lb), z kto-
re) uriime velkost napdtia, bude ’ :

g F—3 o S = F =
> i °o @
& z toho napdtie v danon priereze je

P '




- 24 =
gi¥e napitie O Je nezdvislé od ¥ .
B A )

. balej urdime celkové predifenie tejto tyfe. PredfZenie el ementu d.y. vyha-
"/ tého z tmhanej tyde (obr. 3-2), podla /II-4/ je

AHdy = E.dy

Oelkové predlZfenie potom bude

' S £ £ £
‘ ] &g = /Ady = 8.&3 = gxﬁy
A *
o] o] [¢]

¥
‘ Y
1N
| % a po dosadeni z. G bude
LF : 4 £
) . P i F
: : o ] ® e @ d
Obr. 3=2 At Es 0 E § ad
° o o

Celkové prediZenie tyle teda bude

F. L
E S

fI1I=2/

Energiu nepitosti uréime integréciou rovmice /II-12/, do ktorej dosadime zz

dvgs.dyaza@’=-%~;. B

Potom bude

- £ .
1 [ # F. L
A = —— 5 Ay = /TII=3/
2. 2.5 | 28. E
o)
<:“""“"f"*“—"— —

3.2 NAMAMANIE 0SOVOU SILOU F PRI SPOLUPOSOBENI VLASTNES TIAZE TYCE

'Napatie v IubovoInom reze urc:.me rovnako, eko Vv predchédzajﬁcom pripade. Tyé

'y TubovoInom mieste rozrefeme a Jednu Sast odstrénime (obr. 3=3). Ak pred=

okladame, %e napétie je po priereze rovnomerns rozlofené, bude podmienka
rovnovihy &asti y (obr. 3=3b) ¢




s

EFy = 0: 6y 8-0

‘kde Gy & e Siw:yoojeivdha asti alsky

Bk ol

(a » ?y.g je mernd tiaZ).

-2 .. Po'dosadeni do-podmienky rovnovéhy a po L'érave dosteneme pre napétie

- E
Frge8y. =

1 /I11-4/
5

6?3) =

v i

L

©. ¥ mieste y = £ bude napitie naj#ﬁééie rovné

oo}
okl

F +»3«:.‘s.£
Chax = , s

| =

/1I1I-5/

5]

e B i B R e e
oy

G,

max

.
‘?*;“-f‘

A
o
o
+
L]
W
3
o~

eRm—

b

PrediZenie elementu 4y, vyﬁétého z tahanej tyée (obr. 3-4), podle rovnice
/11-4/ je Ndy = &.dy. Celkové prediZenie potom bude ‘

2

£

G y) 2 rqvnice /III-4/ tbm bude
A |
[ P 4pes.y
. BE

dy =

& po ihtegré.c:li dostaneme

[

-2
F.l g.k
e

JI1I-6/

VAV A
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;aEnerg'iu?ﬂnapatOStii.vypaEitame.:v integriciou rowvnice /II-12/, do ktorei dosadi-
. me 2z AV =:Svdy -a.za G = @{(F) s ktoré je definované rovmicou /III-4/.
Potom po uprave dostaneme

2 2 5
res g’
3

1
2ES

FoL + E‘savsff?%-

3.3 TYS ROVNAKSHO NAPATIA

Ulohou tu je urdit velkost prierezov v lubovolnych miestach tyle, zataZene]
‘silow F pri spolupdsobeni viastnej tiafe tyfe (obr. 3-5a). Nepitie, kfo-
ré musi byt teraz v kafdom mieste rovmské, je vyvolané jednek silou F ., Jed-
nak viastnou tiafou tyfe pod uvafovanym prierezom.

Fa spodnom konci tyle je prierez §
t¢ napitic bude

oy Pre-

, Gi(S+dlS) P
G =

= kondt -

So

Aby sme mohli urdit prierez v Iubovolnom
mieste y , vyjmeme z tyde vo vazdialenos-
ti y element s vySkou dy (obr. 3=5b)

, : ' a véhou dG¢ = p.Sdy, kie g =9¢.8 Jje
Obr. 3”5 merné tiaie . . 4

%@ predpokladu rovwmomerného rozdelenis nepati po priereze bude podmienks rov-
novéhy '

S -ZFy: 0: @.(S+a3)-&.s-ds = 0
Po' dosadeni a uprave bude
6. dS = g.S54y
Ak je GFE0 a8 0, potom po seperdcii premennjch dostaneme:

as
‘ A
G

t

Riedenim tejto diferencidlnej rovnice dostaneme prierez § ako fuckeiu 7y,




=L

J
£ C
6’ v

ntegaénu konstantu C urdime z okrajovej podmienky, a to pre y =0 Je

' Po dosadeni za C do rieenis diferenciélne] rovaice bude

> -
ig 8 = —gwy-&lgso

alebo

5 X
1 = :
g S & p

¢

e po odlogaritmovani s uprave dostameme prierez v miesgte y v tvere

S = 5. . | N | - JIII-7/

e

7 podmienky, %Ze 5’ # 0 vyplyva, Ze tyé konstamneho napitia musi byt na

‘voInom konci zaﬁazsna .

3.4 ROTUJUCE RAMENG KON ST ANTNEHO PRIEREZU S o

_Pre vypodet napatie. gl z rotu;;uceho ramena na obr. 3~Ga vyjmeme elementérnu

cast dizky 6.

w | " . »V . | : k » N .
. § : '
2%%;;__, dc~.-ggf‘, 65 [ | (64505
. ~ B O o e &
i 1l S
Tk 1 ; : :
= n a, _x | &, &

" Na tento element (obr. 3=6b) posobi okrem vnutornych gil 8 odstredivd sila
elementu 4C .

Nepdtie urlime z podmienky ro‘vnevéhy elementu do osi x, a to:

Ak tato - -okxra] ovu podmienku dosad:l.me do poslednej rovnice, dosta~




- 28 =

o Fr s 0: 0 -@us+dc e (B ae). 8 = O

& po uprave bude

ac

a6 = - "
S

kds dd_ je odstredivd sile elementu a je dC = -=§; 8.4z ecoz T 8 =
= @g Je mernd tiaZ. &

" Po dosadeni bude

a6 = éﬁ-ﬁmngéz
&

RieBenim tejto diferencidlinej rovnice dostaneme:

G = mmét Q)zexa-a»ﬁl
. g g

Integraénu konstentu Gy urdime z okrajove) podmienky pre mezstafeny olraj,
t.J. pre x =1, Je O0=0. )
i X T

J
i b | z

| 2 ‘ .
' C, = w -
@ ‘ | . 2.
7 AR 7
.  RZ _

, = Potom nepitic v mieste x rotujlceho remena
-Obr. 3=7 bude | |

& o Dosadenim tejto okrajove] podmienky do predoi-
' lej rownice dostanenms: T

&

2
2

L]

7
2g.

& = AR e S T - j11-8/

‘Rovnica /III-8/ je rovnicou parsboly {(obr. 3-7) s vrchoicﬁ v mieste x = 0.
Maximélne napitise v ramene bude, eko to vidiet z cbrézku, v pleste prechodn
ramena do néboje (t.j. pre X = ry) s bude sa rovnal

& 2 2 .2, -
G pax’ B [6}x%r1 T ' frs!

Cellkové p:‘ediieniei:c"ame'na uréime pouditim rovnice /II-5/ a bude:




- Ke& za O dosadime rovnicu /III-8/, do

3.5 ROTUJUCE RAMENG ROVNAKENO WAPATIA

H
o
N

mwmmpﬂmﬁmm
H
[

1 :
= é ¢ d = RS 6 6’. d X
Ty
Taneme
'%
3 . 2 3
- 2 i 2r23 - 3ryry + T
< 2 gy 2 1
s (?2 - Xzé = @ .
* 2 gE 3
1 i /IT1-10/

e e T D

Fe urdenis vellostl prisrezov v It bovoln_j k m es’saehg kr‘lmych n& oS remens
{(obr. 3-8Ba), vyimeme element dl¥ky ax % br. 3-8b).

&s dc €(~S"'d5)
PN SRR b W) SIS
/ 6{:‘1‘?0175?.
X ax :
s 4,
Obr. 3"8

Lk predpokl ‘,«&ameg ie napdtie je po priereze rov-

nomerne rozl?zené psx’imienk& rovnovahy v emere

o
44}
=3
]
5
Q.n
m

0: 0%.(5+d8) =G-8+ d¢ = ©

dstrediva sile elementu & jo

s s et S A e b

s ; dx x .a)z

i

je mernd tiaf.

a S =§= ¢, .potom po dogadeni
rovnice roevnovéhy

¥
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el Integra&nu kondtentu - €y - urdime z okrajovej podmienky, a to pre x =¥ e
SREAEL N S ~Ak tato okrajovu podmienicu dosadime do riefenie ﬁifexeﬂciélnej rOv=
nice, dostaneme % toho

. 2 .
e @ .2

b
2 g6

G, = ‘1g 8y *

Po dosadeni za Cq 4o riedenie diferencidline] rovnice dostansme po apreve

g ro w?

8, 2ge

- )

lg

& po odlogeritmoveni a uprave

2
o . 2
(r zz) ‘
s = 5. .08 | | /III-11/

7 podmienky G == 0 vyplfva, ¥e ramenc kondtentného pepitia muei byt ne vol-
‘nom konci zata¥ené, nspr. odstredivou silou dasti venca & pod.

3,6 ROTUJUCI VENIEC

V praxi velmi Sasto trebe urdit napitie v ot4taiticon sa vemel uhlovou rfch-
loston @ (obr. 3-92). Nspitie urcime z royncvéhy_sil na vyietom elsmente

iy
b
&v ’
Obr. 39
. Vo venci vznilme len normilne nepitie v smere obvedu (obr. 3 3=9h), S0 vyply-
' .ya's nasledovnej uvahy: Ak by na element pdsobili aj smykové napdtia (obr.

pedivuthondi-ts

deformécin je;gggpojlté, preto musi byf amykove napatie ‘E 0 R

~%§3-10a). vyvolali by deformaq;g‘g ;9 obre 3”10beﬁbz obr. 3«10b vidiet, Ze




e

- Obr. 3-10 e
Podla obr. 3-9b 2z rovnovdhy sil mbZeme na.plsaf rovaieu ey

“Yprave bude £ S
_ 2 2. g
: Ferw - thd :
e e I AN S P R /I1I-12/
: ghtdy 8« g . o
kde" v=r.w Je obvodovd rychlosf venc é

'?omerné rostiehnutie v smere obvodu St

. Ten-

7
/

-

o R
o
\ ‘ ‘l— »
S

T
\

L iviali A R
\,ﬂ
.
¥
Y
1 .

© = oen.t.ay \ﬁ i R A
R

dC ;je odstredivd sila elementu a je " — r2. W . irt e1:1 dy s 8

(i
7 = ¢.8 Je mernd tiaZ. Po dosadeni za ac El.o poelednej rovnice a po

Ako vidiet, v rownici /III-12/ nevystupu;je ploche prierezu. ZniZenie napi-
tis mo¥no teda dosishnut len zniZfenim obvodove;; wychlosti elebo merne] tie-
Ee, nie vdak zvacsem.m prierezu prstenca.

. 2
-%—3 je dané zvalSenim polomeru

venca.0 Ar. Teda

£ 27 (r + Ar) - 27> AT
¥ 2 Wy r
ale aj
AT &
r E -

& z toho potom zvidlSenie poiomeru bude

6’ o a".v
—_— e

E g .E

AT = /III-13/
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3,7 PRUTOVE SUSTAVY STATICKY URCITE

--Prutovou:sustevou- nazjvame. “taki sistevu priamych temkych prutov, o ktorjch
-mo¥no:predpokladat,; Ze: &0 na koncoch kibove uloZené, takie kaZdy prut je na-
»mAheny len ogovou: ‘gilou; pretofe idedlne kiby {bez trenis) neprenasaju do
-pruta ziad.ne monehty.; Skuto¥né pritové sustavy so zverovanymi alebo nito~
o vymd-styénymi bodmissa 1dea1ne;j prutove] sustave viac-menej len priblizu:ju,
- a-to tym viac, &im su,prutyﬁ stihlejsie a spojenie styénych bodov je mene]

-~ tuhé. Prity, ktoré su namihené na tlak, nesmi byt vdak prilis Stihle, aby

- - nenastalo ich vybofenie (namdhanie na vzper). ’

. 811y v jednotlivych prutoch staticky urditej ‘prutovej sustevy uréime z rov-
- -novédhy uvolnenyoch ‘stydnych bodov, pridom udinok prutov nchradime silamd. Ak
poznéme pily v jednotlivych prutoch, méZeme predizenie, regp. skrdtenie pru-
~tov:jednoducho uréit. Urdit pretvorenie prutovej sustavy z vypoditenych
 predizeni, resp. skrdteni jednotlivych prutov je u¥ geometrickd zdleZitost.

Priklad 1:

. Ur&it osové sily v prutoch, zvislé a vodorované posunutie bodu € prutove]
- ghstavy (obr. 3-11), zata¥enei silou F, ek vlastni tisf prutov meuvaiuje-
me. ;

N
5y

AR

Obr. 3-11 Obr. 3=12

. -'% podmienck rovnovéhy uvolneného kfbu ¢ (obr. 3-12) uriime sily P, & P,

. .
]

L]

Q

Pz-Pl cosja = 0

ZF‘y = 0: F-P sing = 0




gin »

pedfFenie, 'resp. skritenie prutov urc:.me?é odTa rovnice /III-2/

3 >

nt, w4l |
abh - B, 5, Els sinéjo—
92,62 FL, %
&b = E, S, = E, S, tgg;

i Ve s

Fa uruen::.e pretvorenia sustavy stadi opi-
sat k:ruznice z bodov A a B (obr. 3-13)
8 polomeztmi

E

. F N
+ A!l = /zl‘ 1+
| E;Sysing

P

T R

Hifienin)

o ‘
)

Bt st

y E; S5 tg ¢
d 3=1
.m.’z;-'h} 3 KedZe def,ormécie su. vé&éinou veloi maié,
S T | EE mdZeme kwyuinice nahradit dotydnicami, kol-
‘:~mimi;~..nasprﬁty nedeformovanej sustavy (obr.e- 3=13; resp. obr. 3=14a).

Bl «'mém

AL LA L L
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&ofy + Akfy cosy. V

y = Ady.sing + " =
_ &y
Fil,,, FAL, , .
= v - /III-15/
E, 5; sin®g E, S, tg°9 |

Prikied 2:

G ero T o O ey 5 DB k8

Vyéetfimeﬁvod@z'ovné- a zvislé posunutie bodu € (obr. 3=15) prétcvej siste-~
vy, ak ju chrejeme z teploty t, na %t .

Pruty 1 = 2 es pritom predliia

¢ hodnoty
@ . B A'gl = o(l e (t = tc)ufl
. ok ADE, = o o (8 =1%_).4
Lz o Potom podla obr. -3-15 vodorovné a
zvislé posunutia bodu C budu
x = 0. (Ert)dp B AL
Obr. 3-15 . ' , ‘ /III-16/
| Ol v . ’
o —mmp m Ak eqelt =t by oge(t-t) L
y = — = ; - = o= ‘
Mt SR saz 8P jmmaw

D& sa Yahko dokazat’, Ze- ohriat:.m staticky urEitej prutovej sustav:g’ nevznik-
nt v prutoch osové sily. ' -

\W

b/ Staticky neurdité pripady

3.8 PROTOVE SUSTAVY STATICKY NEURGITE

Prutové sustavy, pri ktorych nemoZno urdit osové sily v prutoch len zo ata«
tickych podmienck rovnovéhy, nazyvame staticky neurdité. ¥Na urdenie osovych
"gil takychto sustav treba okrem podmienck rovnovahy eSte dal8ie, doplnujuce
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rovnice, ktoré nédjdeme vySetrenim deformfcii, vzniklgjch @ konStrukcii. Musi-
-me vyhlede® vZdy tolko dopliujicich rowvnic, aby celkovy éoéet rovaic & pod-
mienksmi rovnovéhy rowmel sa podiu nezndmych. ;

Pri riedeni. takejto sustavy postupujeme ta&, fe konstrukciu premenime (na-

- hradime) ne zdkladny steticky urdity syetém, kbory nesmie byt labilny (t.3.
nesmie vznikmut kritickd. forma vidzby), priécm uéinock odstrénenych Zagti kon-
Strukeie nehradime gilemi, D&Leé vvsetrlme pretvorenie zékladného steticky
vrditého systéumu a cdstrénenych prutov, Tota pretvorenie musi spinaﬁ podmien-
ky sumiestnosti, Sife kompatibility sustavy, to znamend, ze ga neporusi spo-

. jenie konStrukcie. :

rikled 1:

Treba uréit osové eily v pratoch pratovej sustevy (obr. 3-16), zatalenej si-
lou F. o 5

Ako zékladnll, steticky wrditd ststavu zvel-
me si sustava podle obr. 3-17s, priSom ui-
nok odstrénenéno prita 3 nahradime silou
Py. 2 podmienck rovnoviky uvolnendho kibu
¢ (obr. 3217b) dosteneme dve rovnice:

R i

o B = 0 Py-Rycosy = O

E‘y ; ’ P3 + By s"inﬂgamF. = 0'

i
)
2
an

Dalej vydetrime pretvorenie zdkladného, sta-
ticky urditého systému a odstrdnendho prita.

v

Dy
‘E’ Wy

Obr. 3-17

s dle obr, 3-18 znifenie bodu € ako spolEného kibu pritov 1 & 2 urdi-
yeb  podla rovmice /III-15/, do ktorej dosadime miesto sily F silu (F - Py),
ice tom bude:
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(F - 93),£1 | (F = By) £;
voE 2'# ’2‘
E; 5, sin"p E, 5y gy

. Koncovy bod prite '3 udinkom sily P, sa posunie (predlZenie prita 3 )
¢ hodnotu :

Py . 23

oty u,
B3 55

2 pedmienky kompatibility sugtavy (obr, 3-18) vypli¥vae
¥y o= Ak
a po dosadeni dostaneme
- - P *. .
(F Pjy,ﬁi (7 P3)edp Py ,53

+ -
2 2 E. B
E]_S1 sin® @ E2 Se‘bgy 373

1]

tretiu doplﬁv;,jticu rovanicu. To znamené, Ze rovnice - ° tvoria
. shstavu troch rovnic o troch nezndmych, riefenim ktorych zistime osové sily
v prutech pritovej sustavy z obr. 3-16. '

/
©)

A AN

: ~ | S
: <
38 © RA 3
V <7 €3 . h )
é—:: {2 i b :\'P % £ c
‘;E - —o= ? N qv [4‘7’ L2 .
c? haer C O ’
Obw, 3-18 | Obzr. 3-19

Prikled 2:

. ppeba urdit osové sily v pritoch pritove] sustavy (obr. 3-19), ked tute ohre=-
jeme z teploty t, na teplotu t, '

' Staticky neurditd pritovd sustave md 0 zvldStnost, kiorou ss 1131 od gste-
$icky uréitfch sustev, Ze vplyvom ohriatia niektordho prita, alebo a] rovno=-




s Ly

Najprviardime spretvorénts zakladneho, stati ky uréitého systém, ktory vo-
: :-.-‘11me rovnaky, -akovipredchddzajucom prlkladg, teda podTa obr. 3=20.

- 37 =

i_“tipky ‘urEitych sustavdch sa ohriatim meni 1

)
23

;

fmidhriatimsgelej mistavy vzniknd v neji

Zogové sily, zatial &o pri sta- - ;
Qn Jej tvar.

%'

y=Alz

Obr. 3-20
PredlZenie jednotlivych pritov sustavy len
- , - ‘

N syt = t)oly

Az;f

:;Dd gsametného ohriatis bude:

S8 = £k, 3

N : : ‘ , 7
‘. Potom zvislé posunutie bodu C ako spoloEného kibu prutov 1 a 2 do po-

1lohy ¢” urdime z rowvnice /III=17/ uf prv o

Wl ® (t = to).a@]_

sin ¢

= ~Bod 0 ako- koncovy ‘bod pruta. 3 vplyvom ohriatia kKlesne do polohy c”

hodnotu A-fs = og o (t = %) -3

f*?vseth gy pruty“: mgia sa: stretnut’ v bode
z ' spolocny ‘xfbipratov 1 a |

Y . ,£

dvodene]
ogy +(t = to)e £y
te ¢
o
i’c"", aby viak k tomm dodlo, -

2, vplyvom staticky neuvsCile],

stly Y. (nahradzu,juce:j uc:lnok odstréneného pruta 3) posu=-
i k'ncovy b6d="C7 prite 3 uSinkom tej ietej sily ¥
~~~~~~ “‘gage udinok odstrinenych prutov 1 a 2) kKlesnu¥ o

(nahra~
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.+ . -Hodnotu. y” .urdime:podla rovnice /III-15/, ‘rovnsko sko pri staeticky urii-
“tej-prutovej sustave,.teraz viak namiesto sily F, zstafene] silou Y, (ei-
-la Y -je ale .orientovand opadne, ako sila F) , & tak buds

"Yoael Yc/gz ,
¥ = . LR " ' i
E, S, sin@ B, S, tg°

1 P 5 By Up VE

Visledné posunutie bodu C ako spolodného kibu prutov 1 & 2 {obr. 3-20)

potom bude
S -, . O(l(t - tO) 'El ’ 5{2(13 = tﬁ} ‘52
ye= ¥-y" = = -
. : ‘ sin:_g:‘ , tg ¢
Y£1 L4 2N
- o :
, S, sin® E, 8, tg°y
B § sln'y 2 B Y8 Y

‘& v¥sledné predlfenie pruta 3 (obr. 3-20) bude

3953

} _ £ ~ O -
ady = aly v o485 = o - (8 t) o dy + 5,

Aby sa v bode (77 stretli koncové body vietkfeh troch pritov, t.j. aby bo-
le spinend podmienke kompatibility sngtavy {obr. 3-20), musi byt

N $A£3 ) v ) ,

Fo doss.deni’. dostaneme

0(1(17 - tﬁ)zl 062('3," to)‘ﬁz ‘ p4 031
A : - - : +
sing e g E, 5, ein®¢

Y o£2 ) ! 5'83 . ,'

+ = oot =t )L, +

2 3 °073 " Eys g

© % podmienok rovnovdhy uvoIneného kfbu € (obr. 3-21)
e dostaneme dalfie dve rovnice ’

e

Obr. 3-21 ZI}

O s Plcos_ga-Pz = 0 @

0: Y-Plsin? = 0 |

#h
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Prikled 33

PN T Y

Obr. 3=22

. [7]

e AN AN S S Ny

ko)
ed

4

w 3G -

o

:?.tRmmiee ._, ' . tvorl sustavu ‘Lro}h rovnic s tromi nezném,/mi a8
”jriésenlm tychto romicrdostaneme hladsané osoyé 911y v prutoca Quatavy po-
dla obr. 1-19, vyvolané len jej ohriatim. % _ §

" preba urditosové sily'v pritoch sistavy (obr. 3-22), ked prit 3 Je krat-
5{ o hodnotu A od poZadovanej aliky 53 . ‘

Pri vyrobe kondtrukeii tohto drubr nemoZno
zabezpetit presné dodrZanie rozmerov jednot-

1ivien aastiggtreba poéitat aj s urditymi od-

chylkami. Pri zohladiiovani vo vypo&toch po-
stup je rovnakj, eko pri riedeni staticky ne-
uréitych uloh %8 Vvplyvu tepelneho roztizhnu-
tisa.

Zékladny staticky urdity systém zvolime po-
dobne, ako v predchddzajucich prikladoch
(obr. 3-23).

% podmienck ﬁovnovéhy uvoIneného kfou ©
{obr. 3=-23b) destaneme dve rovnice

P, =P cos p

!
o

e aAA YRR L
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gniZenie spolodného kibu €' (obxs 3~24) wrdime podle rovnice ?III&?LE;’ , do
ktorej teraz nemiesto sily F dosadime silu P, . Potom bude:

?3 <45

, il " 2
E; 8 sin" g B, 8, tg" »

-

Predlfenie pritas 3 G¥inkom sily EB bude

By« by
Al = “
Lok e,
- E»{, S-;
- -
A
AA
e .
2 e (1
; e
. T,
p .
¢ - e
7 fé;‘ / —:\fv = s 'e

o

y 3
L

Iy

Y
e

Qbu ﬂ‘ 3”2 4»

e

7 pedmienky kompatibility stsbevy (obz. 3-24) vyplyva

vl &532 = A M | '

v?:\_’o gz ?3 ® /33 m
- > :
By 54 sin 50 E;, &, tg" 3 "3

Rovnice Yy @ , 3 (3) tvorie sugtevu trock rovnic s fromi neanam 2
‘ich riedenim dostaneme Jsové ally ?1 s, P, & P3 , DpOsoblacse ¥ pramcn
- pugtavy, vyvolané nepresnosiou jed vyrobya
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-Nap#tost Je: mechanicky stav _telesa, spos'

‘piitia; pdsobiace v rovindch elementdrneho

oAk ﬁréimé&poloﬁu&elemehtérného hranole
e 1y’éh ét'énéc}i Bﬁdﬁ 'napb'.tié.”‘fné.pr.

-Ak<mozeme dat-elementdrnem hranolu v te ;
o Py bolirpovnéinule (obr "4-3), musi by

4.0 Napatost v bode telesa |

beny suhrnom napdti, vyvolangych

- yietkymi silemi, ktoré: ré nai posobia. Napaostou v urditom bode telesa nazy-

vame subri vaetkych: napatl v rovinach, ktbré moino danym bodom prcloZit.
Ako-si-v dalSom ukdZeme, je napétost v bode dokonale urdend, ak poznéme na-
hranocléeka.

Napatost vo vSeobecnosti delime nas
1. priestorovi (trojosovu) napitost,
2. rovinni (dvojosovi) napitost,

3. priamkovu (Jjednocosovu) nepétost.

kb

W urcen%e druhu napitosti v bode telesa
vyjnmn&;% neho elementdrny hranol dx, dy,
dz (obr; 4-1). Udinok odstrdnenych 3asti
nahradiﬁe nutornymi silemi. Nepsdtie mbZe
byt vo vpeobecncstl rozloZené po priereze
nerovnem;erne9 no na elementdrnych siendch
hranola’ %oto rozlofenie mbZeme pckladat za
rovnomﬁrne‘

st

I
=
=

Ne obr. -1 s nakreslené vnutorné sily,
pripadafﬁce na jednotku plochy, teda napé-
tia, ktczé prechadzagu taZiskami prislus-
nych plg?lek.

Ade o] prlestorovu napatosf.

Felese tek, ée'vo dvoch protilah-

P, ) é nule (obr.,4-2) a v ostainych

se takd polohu, aby napr. Py, @
2p, =06, potomide o priamiovu

napstost.
B

& uvedeného vyplyva, e rovimmi a priamko 4 napitost su zvlddine (speciélne)

Prlpadj priestorovej napétosti.




Obr LY 4—"’"2

Pre gprdvne ohodnotenis nebezpellis, ohrozujuceho pevnost sudiastky, irebe
dokonale peznat jel stav napdtosti. Musime preto okrenm napitia v stendch
elementdrneho hrancls vedie € nepédtiz v Tvbovolne gklonenom reze.

caY
7456, 7=,
<& e
%‘s% 5 »
g ok
Obr. 4=3 ' Obr. 4-4

4.1 PRIAMKOVA (JEDNOOSOVA) NAPATOSY

‘Pri urdovani nepitia & & @ v Iubovolnej polohe rezu v hode telese vyjime-
me elementdrny trojboky krancl podla obr. 4-4. 2 podmienecl rovnovihy ﬂiﬁ%@r“v
n¥ch sil elementu {obr. 4-5) do smeru napitie O a T dostaneme: '

| - as ‘
L &G{S - . . - ~ :
areas=SE LR, = 0: O -Gy s sy = 0
: 2.8 ' V ‘ as _ »
‘ drs-Z"o’.S' :;os.?? . E Ft = Q s {zﬁu . - G\,X dS Ei&f o ﬁ .
' . ' ' cos ¢
Obrs 4~5 s z toho potonm
G = G cosy a Y = Gy sing .coBY

Pieto rovnice viak mo¥no dalej upravit, ek pouZijeme vziahy:




i - -KedZe - v rovniciachﬁ_,/IV-l/ nevyskytuje sa plocha 4S a ani ziad.na materid-
.. 1lovd konétanta, napétie 6’ a ¢ zdviei teda len od 6" a uhla ¢, Da-
lej z, rovn:\.c /IV—l/ vid:.et', Ee normdlové napdtie 6 je najvacsie v rovine,
_,.kolmej ‘na os pruta . (=0 ) s kde sle Smykové napitie sa rovnd nule. Na-
- proti tom Smykové napitie je maximdlne v rovine urdenej uhlom » = 45°

. (resp..135°), pritom ale normilové napatie nie je nulové.

s 8e2 MOHROVA KRUZNICA NAPATI (JEDNOOSOVEJ NAPATOSTI)

N

.+ Priebeh napéitia ¢ a v v zévislosti od uhle ¢ mozno znézornit tief gre-
ficky, ked rovnice /IV-l) prepiZeme na tvar
6y = 6z
6= = = cos 2 ¢

Po umocnen:. a sE:.tam. tychto rovnic dosta=

neme H
T

Ak vo zirolenom pravouhlom suradnicovom
systemewynasa.me na os X napdtia 6 a
na os g napétia 7', potom rownica
/IV-2/ Je rovnicou kruinice

....“?-“T‘:'.A:im;@.; s,

M

sz

Obr. 4?-6
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6% |
. ktorej strsd legis na:. obpi: gwnwo vzdialenosti m 2x i od poéiatku {obr.
o

x

SiBL - Tuto kruZnicu nazjﬂvaﬁe Mohrovou krui~

nicou napa‘t.ia.

© Kaidému-rezu-elementérnsho hranols odpovedé bod na Mohroveii ‘kru¥nici, ktord-
/- ho suradrice nddvaju velkost normilového & Emykového napéitia v znézoriiovanom
.reges =Teda-napidtie G a T v reze & su urdené Buradnicami bodu HE A
na Mohrovej kruinici (t:dare 4=T7%,

- Pri fgraf.ickomaurc‘iovahi 9" a @ postupujeme potom nasledovne:
& 1, cvzostrojime Mohrovu kruZnicu pre dané 6"x {obr. 4=T);

2. ;vadﬂ.bodu f = I npa kruinici, ktory odpovedd rezu § elementdraeho hra-
. nola, nanesieme stredovy uhol 2¢ ‘v rovnakom zmysle, ako v elementér-
nom hranole (Vidy od f ku é,, Y s

" 3. rameno stredového uhle 2 K% vytma na Mohrovej kruZnici bed &« & 4,
ktoréhe siradnice urduju v prisludnej mierke velkost napéti G a T.

g ;Ieden;;zl,najéaste;j,éie sa'vyskytujxicich pripadov priamkovej nepétostl je na-
mihanie tyle prostym tehom alebo tlekom (obr. 4-8).

e

Fo | e__lw | F
] Obr. 45'8
[ g7
Vs
| L ﬂ?g,_,,iﬁx
& | s [
e A
p =

“0br. 4=T « Obr. 4-9
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4.3 ROVINNA (DVOJOSOVA) NAPATOST

‘AkoruZ-bolo.uvedenés o-rovinnej napgtosti ro¥no hovorit wtedy, ked napdtia
luypsdvoch-protilakl¥ch:: ‘ovnobeinych gtendch elementé:meho hranola su nulové
(obr. 4-2a,b).

. :UvaSujme elementamy hranol; na ktory pdsobis nepitia pat a b, (p, =0)

podle ebre: 149 s “Pieto: napatia rozloZime do smerov surad.nicovych osi. Prvy
4index Smykovych: napat:. naprs. :‘(}'{nf!’ znali, Ze ide o smykove napdtie, pdsobia-
vee v ploske kolmej na” os x. - Druhy index znaldi, Ze uvedené napétie je rov-
nobe¥né s osou 7Y . e

7 ‘momentove] podmieuky rovaovdhy vnﬁtorn;’rch sil k bodu S dostaneme

, | dy
-EMS = 0: Ty, 4% dz + T dx dz -
¢ dy dz — - @ =
=Ty & z-—-g-a- de&zfg = 0
e z toho
’L"xw = ‘l"yx‘sfb’z .

 PretoZe elementdrny hranol je mysleny vlastne sko bod telesa, mo¥no vieobec- ,
ne 'povéda.ﬁs Ze v uréitom bode telesa su v rezoch vzdjome kolmfch Smykové , '
. napdtia rovnaké a smeru;]u bud k priesednici tychto rov:.n, alebo od ne;j & na=-
ozyvame ich zdruzene Smykové napitia. Oznadujeme ich potom podla toho, Iu kto-
- rej osi (prieseﬁﬁ‘f” 1) smeruju. V nadom pripade to bude, ako je to uf aj v
‘~poslednom vzt¥ahu uvedené, %z . Podobne to plati aj pre dalSie Smykové napé-

tia, napr. ‘sz =,‘t’zx E"t’y a pod.

@D'%itiaffir'o"'véeobeéﬁoni’z‘i'eze’*giz:':, podobne ako pri priamkové;i nap'altqéti, urdi-
e .z ‘rovnovihy vnitornych sil trojbokého hramnola (obr. 4-10a, resp. obr. 4-
ob). »

Pl
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- 7 podmienck rovnovdhy. sil do smeru normdly a dotyénice k rovins as zécata-
neme

Fxj
B

i}

[}

Gy

s

]

= 6, .d8"cos @ - @, .d57mIn @ -
-, a8¥cosy -7, . d87slng = ©

g = 03 T.a5 - 6 48 sing + O3 s” wing -

g‘ed
i’ . . .
- 487 sing + T, .48 cosy = O

Ake vBak vidiet z obr. 4=10a, plati:

. as” = as c@e;;é & as® = 48 sing

o~

Ak toto aouaalme do poslednych dvoch rovaic, dostaneme Do upreve
i .
G = Gz cogy + G sinTy + 2T, sing.coesy

) s L2 - P4
= O ging . cosy - 6‘5} gin . cosy +Q"Z gin“y = ‘lz CoB @

Tieto rovnice mo¥nc delej upravit pouZiltim vztahov

RS

5 1+ cos 2 o 1l -cos 2y
CoE = gin“
¥ 5 d ¥ .

it
s

2 ping.cosp = sin 2¢

8 delSej uprave do tvaru: ; )
- N
. Oy + @y @y = Oy
G = + cos 2¢ + T, sin 2 g
> /1v=3/
o3 = o |
T = gin 2¢p =T cos 2y

-’

Z rovnic /IV-3/ vidiet, Ze napéitie O a T v reze &, ktory je odkiomen’
od - resu f ‘o uhol ¥, su nezdvislé od dS a materidlovych konstame

7istime dale) také rezy I a II v ktoryeh =aju mormélove napitia C
extrémne hodnoty. Kedie 0O Je funkuieu uhla @ . uréime polohu ;(P@ &x=
trémych he ndt napiti z podmienky:

a6 - 0 ~0y .
e = 0: =~ 2 sin2¢, 2T, cos 2y, = O
d¢ : 2 ’

7= %, ‘ o /1V=4/




-+ Potomra} uhol+« 500 ‘rezu Iy v ¥torom p
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a 2 toho

thyo

. Hodnoty extrémych: normélovych nepéti dc-
- ypovaie [fIV=3/" ho&noty uhlov: F Tam al
nus.
zndmy vztabh z matematiky

/IV=5/

i

taneme, ked dosadime do prvej z
e vystupuji funkcie sinus a 0051~

‘Pre. vzdjomu zdvislost- tu vystupu;]z‘ic:!,ch trigonometrickjch funkeii ;je

i1 i 0% - %5
cog 2 @, = : = % - =+ ;
1/1 rie 29, )i ,/2‘? , V(G;'%)‘E 4‘2’2‘
I+ :
;\\G" G‘
ttz2 g, 2 ‘2"2
Sm 2 .SUQ = N = € e & e:s s o 2 j; g
. ‘ . ; . N 2 )
'1[1 +téf 2 g V(%“%)a + 42"
Zietime dalej, ktoré znamienka vyhmruju Qre ez’trems napr. pre 5" + Ha tb

i

treba poznat i druhu derivdciu funkcie, & t4 bude

ae
é 502

¥=%o

Po dosadeni za cos 2 ¢, & sin 2 g, a?;

Jecos 2 ¢ = 4Ty, . 8in 2 g

po Uprave doshaneme

PR

ddmm.u

f-’ibty mald Punkcis’: 67 = t(_ff)

‘maximam, mﬁs:. byt jed druhé derivdcisa zapornh,

=e:to bude vitedy, ked v poslednom vyraze éezmeme dlen v zétvorke 8 kladnym

znapienkom.

O,

;éém\

Je jednozna¥ne urdeny rovnicami

5w
ZLZ

wmﬁﬁ;z;m

i

obi maﬁ.mélne né:rmélové_napétie,

J.g
2
+ 4

z

sin2}0°-=

Voo

o
¥

2
z

JIV=6/




/1v=-6/

cos 2.76 = '

fv (6& - 6?) +:4‘fé §

2 iPre uhol’ roviny rezu: IIy ¥ kitored pésebl minimdine normélevé nepdtis, plaw
tia potom zdporné znamienks.

Ak teda dosadime do prvej z rovnie /IV-3/ rownice fIV=6/, dostaneme po ﬁpraw'
ve '

G, + O -
- 1/ (e + 4T° /IV=T/

1,2 ©

[A%]
R

‘Potom, ake to vidiet z rovnice /IV-7/, ‘61 je maximélue 2 O, minimflne
normpélové nap‘a'.ti.ee

Ak by gme do drubej z r&ngc /iv=-3/ docsadili za Fo zistili by ome, e
., #yrezoch I a II su Smykové napétia nulové.

‘Roviny I a 'II nazyvame preto hlavnym; rovinami s napitis 01 a @5
v nich posobi&ce hlavnymi napdtiamd.

‘Polohu rovin extrémnych hodndt Smykovych napdti 7', =ko aj ich hodnotu ur-
gili by sme rozborom druhej z rovnic /IV-3/ podcbnym splscbom, sko to bole
pri normélovych nap&tiach. Dosteli by sme tak

.l ) f
= — - 2 o 2 , PR
Ty, = & > %61 @) + 4T, | /1V=8/

2

Ex*rémne smykové napitia, pbsobiace v dvoch vzédjomme na séba kolmfch rezmoch,
1i{%ia sa od seba len znamienkami (3o znova len potvrdzuje zdkon zdruzenyﬁb
B smykevych~napatl), v rezoch, kde pdsobia extrémme emykcve nepdiis, sudasne

©

posobia i normdlové nepibia.
- Ak urobime sulet hlavnych napiti, definovanych rovnicou /IV-7/, dostaneme

@y + 5& = G+ G} = konSt

o dokazuje, fe sudet normélovjch napat1 pre hoc¢h+ory par dvech na seba koi-
- m¥ch rovin v tom istom bode telesa je konZtantny, invarluntny a rovny sudtu
W~hlavnych napdtis ‘%o je tzv. invariente nap#ti.
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4.4 MOHROVA KRUZNICA NAPATY ROVINNEJ NAPATOSTI

‘ -‘.,:VeImi vyho&ne mozno v.rcit’ nepltia. 6 a T v zdvislosti od uhla ¥ grafic-

2. ¥ miestew@’

_..ky. pomocou ‘Mohrovej.. k:mznn.ce naplti. Jej rovnicu mo¥no jodvedit ne zdklade
vz tahov /IV-3/, ktoré prepiseme na tvar

o 6‘%‘5‘6} G;z"@'y ' o

G- = cog 2 ¢ + gin 2

Rt > 5 | ¥ z é.if’
6y =~ @

sin 2¢ ~ T, cos 2y

Umecnenim o séitanim tFchto dvoch rovnic dostaneme po uprave

/ G“ - 6" 2 : @% - & 2 .
+ % = S . 222 /1
{ G- : = me— ¥ JIV=9/
- 2 2 2 .
' /
'VS({: T ST P Ak v zvolenom prafvou_hlcm suradnicovom

gystéme vynéSame na o8 x napstie O
ans os y nepitie 7, potom rowni-
L ca /IV=9/ je rovmicou kru¥nice

] C = [(I -m? ¢ ¥ - rzj
o ‘ g‘ kterej stred lefi na osi 6 (cbr. 4=
. S a 11) vo vzdislenosti m = ( Gy + @;y)/é

Gy , C ‘ od pocia‘hku, a Jea polomer .]e

w2

2
+ T

o | =
obr. 411 v ] /o2 -y

‘Mohrovu krufnicu z denych napdti O » @, a T zosticjime'potom' nasle-
dovne: J ’ C '

1. na vodorovnu os vymesieme v mierke normélcvé"napétié N

xa@;}%

e 6’ *vz'yz:xeS'i eme na kolmicu v x-ovnalce:} mierke ‘t’

e duy kencovjmi, bodmi T/ prechddza Mohrova kruZnica (obr. 4=12),

z

~Podobne eko: pri priamkovej napitosti, sj tu moZno j ednotl:.ve body kruznice
bPopisove¥ ako rezy na elementérnom hranole.




"f--‘elementérn”’ho hrenola, v ktorom pdsobi mepitie 0, & T, odpo-
‘ alebo D. na Mohrovej kruinici. Pri urcovani tohto

afnasledovnu definiciu (uvadzame ju bez A4dkszu):

’1’-ié?,1llw1ne.‘i»'hlav?néhoiﬂai'sﬁti-af ‘6% le%i medzi rovinou, v kforej pésobi algebraic-
- ky végSie dané normélové nepitie, a medzi rovinou kolmou na diagondlu Smyku.

. Obr. 4=12 ) o Obr; 4-14

pod’ die.gonalou ‘Bmyku rozumieme pr:l.amlm, spojujucu hrany elementarn@he hrau
“nola; do ktorich smerudu imykové napitias (obr. 4-13). Neprikled pre normé-
“lové" 'é.patie o >~ 6’ 8 Smykové nepiitie 7, podls obr. 4-14 bude lefat
"rovina kS lﬂ.avného napatia 6" medzi rovincu f a rovinou V. Ak budeme
Setky uhly v rovnakonx zmysle v Mohrove] kruzZnicl a;} v elementérnom
bctom mbFeme podIa uvedenej vety urdit na Mohrovej kruinici bed, od-
povedajuc:l rovine" f ‘ako aj bod @« = K, odpovedajuci Iubovolne;) rovine

Lo ementérneho ‘hranola. V. Mohrove;j kruinici musime viak vynésaf vidu ukol

dvo;lnésobny, .:j. 2 9,9 Tesp. 2p. .

“Postup pri- grafickom urdoveni napati 08 ¥ vreze ( (obr. 4-15):

<y [7Epre dané ‘hodnoty B 6;} 6'3 a T, na]mealme vo vopred urdenej mlerke
 Mohrovu kruZnicu; - '

"2, v elementdérnom hranole uréime (podla uvedene] definfcie) rovinu I3




o
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v Mohrovej kruinici urdime bod § , oépavedajéci Tov
nom hranole. Tento bod na Mohrovej krufnici wrdime 1t
nenesieme uhbol ,2~yb V’rovnakomAzmysfe ekoe v elemen

i

od bodu f nanesieme v Mohrove] kruZnicl uhol 2¢

eko v elementdrnom hrancle;

ine § v elementér-
ak, Ze od badu I
térnom hranoles

v rovnakom zmysle

ramenc uhlas 2 ¢  vyiine na kru¥nici bmod A BE, kt

prigludnej mierke uriuju velkost 6 o .

orého sradnice v

$m
o019
' A
| s v Z
b & . h
RO NS Y yor AP
RS
T v g
& |5 %i\r/”é Gy
-nﬁ'-_—}; — e \‘\ ,’h‘ N Y ! = ¥
=X \:/w
()é E‘n\‘d \\L\ 5‘:\\
R T N
. Wy
t} w—’——"dtn 1 \\ éi \\\_AJ}
1. \ e ' ’
‘g§;

vldstne pripady rovinne] nepdtosti

1.

Rovinng nepgtost je dand priamo hlevnywml nepitiemi 07 =

4=16)..

1 : 2
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2 graficky ] Mohrorvej kru¥nice, ako je to znézomené
'—ustredovywuhor 29 v Mohrovej kruZnici v-ynéﬁame od bodu I
“-¥ rovnakom zmysle ako v elementérnom hranole. ;

1 6‘2 o 780 Je pripad viestranného tabu alebo tlaku, potom 88
Mohrova slcruinica zrédikujé na bod (obr. 4-18), z éoho vyplyva. ze v keZ-

Obr. 4-18 Obr. 4-=19

kv dvoeh’ navzéj om’ kolmych stendch elementérneho hrenola pdsocbia len
s snwk’ové ‘napttia’ (obri4=19), takuto na.p&tost’ nazyvame prostym (Sistym)
BWkomo .

“Mohwova kruinica napitis takéhoto druhu neméhania je zndzornend na obr. 4- |
19b. | | 7

4.5 PRIESTOROVA (TROJOSOV) NAPATOST




m.awmon ulohou bude- n'rcenie naepltis p (reep. 6" a8 T} v IubovoInon re-
. a.zistenie jeho extrémych hodndt. Za tym USelom vyjmeme si v danom
e: telesa: elementérny: Stvorsten (obr. 4720). U¥inok pdstrinenych Sasti

zt;e];esaf,mahra{dzp;egme}s?mit‘qx?ni;n;l. silami, ktpré na jednotku plochy su 'px s py

Podobne ako pri rovimme] nepiics-
ti, rozlofime wnutorné sily

p,457, 'pgas”, poas®”

do troch smerov suradnicovych osi.
Tieto zloZky vautornfch sfl si
napétis, znézornené na obr. 4-20.
Smykové napstia tu pésobisce e
zdrufené tak, ako sme ¢ nich ho-
vorili uf v &ldanku 4.3, e dslel
ich budeme oznadovat: -

fi:’ﬁ = «zvyf T,
T,yz = irt‘zy = Ty

x5 . BX

Rovine ‘é.e je urdend uhlami oc,
s g k'i:eréy zviers normiles tei-
to roviny n 8o surednicovimi
osami (obr. 4-21a). Napttie p

L o : zvierse so ma&nicowmi osani uh-
w.;-«ly 5?, ’;u,: (obre 4-21b), ktoré vo vseobecmoati nie g1 toto¥né s uhlami

» P87

Obrs 4«21

t

o Ak anaéime plochu rezw -« ako dS, potom jej priemefé do roviny ¥z bu-
des o : : T

48’ = 4S.cos (a}k) = dS.cos o

@& podobne dalsie priemety:

v @87 = dS.cos @ as”’ = 4s. cos 3"

i

0, statickych podmienok rovnovéhy mutorn;ich gil, p630biacich na. elementdr-
_-étvoraten (obr. 4-22) Vv emere suradnicgvych 031, dosba.neme.
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M

e
i
[

‘p 43 com p =, 43 cos x - T, 43 cos E Ty 43 E‘caagj = 0

P 45 cosY - G, 45 cos p ~ O, 45 cosy - T, 48 joos = Y

P

oo
o

8

(=]

p dS cos ¥ - G 4S5 cosy - "z‘:,;, as cos @ = 9 as.cos = O

1]
b‘.‘ﬂ .
u
o

g z toho

. = = Y o 2 ' . 1
p cos ¢ G, com o + T, 'a@ﬁ{b‘f%gaﬂf

peosy = @, cosp + U

Y L eosg + T, cos el BN fI¥=10/

L]
(e
Q
a3
)
f

{
c@sg*a-(z?cosa{d"?;{wsp J
Po umocneni g sditani t¥chito rovnic dostenems

p? {coszy + casz’#f + costX ) = (G comax+ T, cos o+

: 2
#Q}}Coaﬂ') + &

' 2
yeosp +Q§cosg-@@é cos o) %

: . s 42
+ (G’z cos 7 +Q‘=}} cog o + Fz coE (3}

| dS.cosy

Ob:’." e 4"'22

% analytickej geometrie v3ak poznime vzieh
cosz_go + cOsE‘y +, cose}’c = 1
Pouiitim tohto vztahu na 15.pra,vu poslednel rovnice doglaneme:

P8 = (G o5 X+ T, cosp o+ T co8 ) + (G cos p +

Qv 2 (e o~ o
+‘Z;: cos g + U, coBor)” + {6“3 cos g + Iy cos & +

~2‘ 7
o~ ~ : : IV=11
+ T cos p) . / /
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retoze sila p.ds i;;..'le vyslednicou vnutorne;j #ily 6°.d5S a 9. dS (obr.
),f me ds “premietnut:.m sily p.dS do smeru normily, alebo

ako euéet priemetov zloziek P.dS .cos¢v , p.as., cog¥ 4, D .d4S . cos ¥

vnutornea aily D.dS do smeru normély (obr. 4~23b). '

Obr. 4-23

Potom
G-.ds. = .7p.d.s.coaf. cos & + b.ds.cosyf- cosfr + p.dSecos X. cos 3

a 2 toho, ak dosadime za P cosf s P .cos'yr a P «.cos X TOVRice !I‘V--.'Loglg
doataneme '

@4= 6% cos? o '+'6§ cossz + GE coszgi + 2 ft’z cosx.cogd +

+2Q; cospf.cosy + 2 Ty cos . cos /Iv=12/
‘PodXa obxr. 4-23a mbieme tie% nepisat

(p.da5)% = (6.a5)2 + (@ as)?
& 2 toho potom urdime Emykové napitie v rovine &
T o= p2 - @?; L /IV-13/

~ Pricom Zza .p -a 6% do rovnice /IV-13/ dosadili by sme rovnicu /IV-11/ a

.Uiée_xiie hlawmych napit{

-ak sko pri rovinne;; napitosti, aj tu ezlstu;ju v bode telesa roviny, v kto-
'f Ch__:su len napidtia- normélové, a to su extrémy pre tento bod. Tieto rovmy
: y) e im prisluchajuce napitia nazyvame hlavnymi.
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. :Hleyné:napitis vypoditeme. z podmienky, ¥e v hlawvnych rovindch ms. éza:mevé ne-
pitia nulové. Z toho potom vyplyve

Gv- = P

Co8 X = CO8
‘gos 3 = cos Y
cog p* = cosl

Po dosedeni a uprave dostaneme rovnicu /IV-10/ v

(,@“xvﬂ G) com & + T, 208 & «a-?é, cogy = 0 .}
T, como + (G, = @Yoosf + T cosyr = O fIV=14/
= 0

~.‘nie troch hlavnych nepéti (ktoré su vidy redlne) v tvare

qgr.coe &+ QLcosfl + (G, =G leosy

Delsi vetsh, potrebny na urdenie nezndmych G v rovniciach /IV-14/, je

0082

o+ coszﬁ + aoszr = 1 /Iv=15/
_ Dostdvame tak Styri rovnice, potrebné na urdenie Styroch neznémych. Rovnice
/i¥=-14/ su linedrne homogénne rovnice vzhladom na smerové kosimuey (cos @,
cos ;6 , ©08 J ). AbYy sustave homogénnych rovnic male nenulové riedenie (nu-
lové rieBenie vyludujeme), musi sa determinent tejto sustavy rovaic rovast
nule, teda

( @'X “6) % CP’Z [ ctJy -
Ty » (6 - &), @, - 0 /IV-16/
‘Ejy 9 %X ® ( 62 = @')

<

- Po rozpisani tohto determinantu dostaneme rovalicu tretieho stupﬁa na vrle-

og° - @?(6}+@y +0,) + 6(6; 63, + 6, Gy *+ 6}6'5 - ’L”xz - ‘nyz -

ey 2 (G
S T) = (65630, * 2 Ty Ty Ty -

= 0

7 tejto rownice urdime hlavné napétia:




ben

| Gi > Gy > GT3
Ak utvorime kubicku rovuicu z korefiovych sudinivelov

(6= 0]).(0-G).(6-03) = o0,

| po jej uprave dostaneme

o

G}n@z(el *“612 +63)+6(@l@é+@ @/3+@' @“ﬂ)mgle'ge)v} -

Porovnenim g vownicow fIV=17/ dostaneme |
65 + 6, +63 = G +6*;y +6“z = kon¥t

a to znsmend, e gadet normilovich ﬂapam v %rﬁch k sebe vzé ijomme kolmfch
rovindch mé stdlu bodnotu = je to inverisnte napiti.

Ak su zndme hlawvné nepitis 0ys 63 63 sk zvelimé suradnicové oei v

ich smeroch (6‘ 6’ &5 “3@? . @iﬂ 7 = Gy gqu s 0), po-

z ¥ s ";?’

4om nap#tia v 1ubevolncpm r3ze &, k‘!;o%;;r je ureny uhlami o, (a s g ur-

ime pomocou rovaic /IV-1l/, /IV-12/ & /IV-13/.

Pozndmka: FKedZe v rovalciech, odvodenych pri priam}mvejg, rovinne] i prie-

TTETETTTT storove) naptosti nevyskybuje ss ¥iadne meteridlovéd kondtents,
pletia véetky odvodene rowmice 1;&}; pre namé.heniss v oblaestl elan-
tickej, ako 8] plastickei. !

4.6 MOHROVA KR"XI\IICA PRIESTORCVEJ .‘Mw"f‘:ﬁ:'li‘OS‘I‘Ii

i

Napétia 6 & T v reze « mo¥no urdit? taktie¥ gr‘afic{:y pomocou Mohrovych
kruznic napitia, ktoré uvédzame bez dbkazu. Pri gaa.fidli:om urdovani napiiti
6" & @ v rovine ., urdenej ublami o, Bl g (obre'§4w24).'paatuwtiem@
nagledovnes. : j : P

1. na vodorovni os nenesieme hlavné napétie 67 s @2 , 6*3 a opiseme

" kruZnice nad priemermi 6']: -6 » 6y »@’3 a @’ -3

vynecieme od kolmice v bode A uhol « . Rameno tghto uhlea pretne
krufnice k, & k, v bodoch E a D; i

bodmi D & E opiSeme kruZnicu Enp 2o stredu Sé;
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podobne ramenc uhle I , ~vynessndho v "bﬁde "c ad Eal&fs,ce 7 tomto bods,
pretne krufnice k, a ky v bodech F @ ¢, ktorfmi opifewe kvuini-
cu k gps 20 &%redu S, 8

guradnice pr

iegeénika t¥chio lz:.z:uamc Espm ud&vajt, v prisiufnel mier-
ke nepBtis 6 a T

v 9’%(@

Posndmkas Keby swe vyniesgli efte ej ubol @ od kolmice v bode B ne obi-
TTTTTTTTT dve streny. pretinali by remend tobto uhla lrufnice k, 8 ks
v bodech ® = L. Kruinics icm‘g opisané zo giredu 8y ¢ Dre-

chédzala by taktieZ bodom K= &.

Treba efte pripomenit, ¢ naphtie v Tu-
bovoInom reze div priestorove} napitos-
t1i mo¥no graficky urxrdit len viedy, sk
pozndme aspoii jedno z hlawnych napiit{

Na obr. 4=25 je konstrukeis Elghrcvjcéﬂ

kruinic nepiti pre dauné hcdfuctv n&ﬁﬁiui :
6y, _@' s G, 8 M

1 x°

Ak je nespitost v urditom bode telesa da-

néd napétiaml @ Oy Gy s Tys T
ov
A
z

migime napitis riesi? len matema-
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ticky,.alebo pomocou rovaice / Iv-17/ uréif hlavné nepitia, a pé‘tom daled
ulohu riedit u¥ graficky. ; '

@




V.

50 Pretvorenie v bode telesa

. Bagtou ulohou v pru¥nosti a pevnosti je urdenie predifenia v lubovelnom sme-
ye v bode telesa. - Aby eme zistili nepr. pomerné predlfenis v takomtc bode
v rovine, uvafujme pred{¥enie spojnice AC = ds elementdrneho hramcle (obr.

5-1), vyhatého v uréitom bode telesa. ’

p c Na obr. 5-28 jé nakreslené pretvorenie elemen~ -
2 N © . térneho hranole, zateZeného len normilovimi ne-
" ¥ ~ patdemi 63 ® @“y o Vplyvc;m tohto pretvorenia
S B ' ga bod A poaunie do A%, bod B de B”, bod .
« L\ 4| ¢ d o avod D a0 1 Predlfenis krén
AR 8 potom bude: -
y ' '
Adx = SX.dx; Ady = E;y
Obr. 5=1 :

, ¢ Pri elesnom zatsieni elementérneho hrenola
o o normdlovymd napatia&ﬁ @’x s @” & Bmykovim ne-

B 7
l| 6": I, pitim ¢, sa tento pretvori tak, eko je to vy-
b et T CANV RS znadené na obr. 5-2b. Difks uhloprielky dsy
| > potom bude '
R
a '%\AL—--—"—-Jg' o P
7] T _
[l ; ds; = -V(d.xl + 622)2 + (dy; + d:,,rz)z
Al A |
6 = /Y=3/
i S "?Q’z : C" ‘" Ako je u¥ zndme, moine dsl vy;adriﬁ tieZ ?zta-
) o' 27 hom .

dsy, = ds + Ads = c‘%s+8.§s =

s (1 +&).ds

KedZe uhlové deformicie su velmi malé, noZa:
pribliZne pisat:

_ Obr, 5-2

ax; & AB = &z + Adx -

s drw I s o = dx + & dx = (1 + &).dx

CEL Y dyyt om A D’ = dy + Ady = &Y + &y dy = (1 + E,) - 4y
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X = Pz = Jqp-0¢
Wy = fncdm 2y,

Po dosadeni do rownice /V-1/ dostaneme:

N Ue - o2 2
c(1+€)ds v= V[( Lk g)dx + 9,0 d{l "',[(1 + sy,) ay + g0, - d:a

¥

‘Ak potom celu rovnicu umocriime a vykrétime ds, a podla obr. 5-1 dosadime

d
= co8 ¢ a dz = pging, d@staneme

zas .
ds

b
(1+6) El+€)cosy+ylz.smﬂ

: ‘2
+ [(1 +6y) sing + 245, . cos_gp]

Ak vykonéme.vyz-nacené operdcie & prijmeme predpokiady, Ze pomerné predlZe-
nle €, €;, €, @ uhlové pretvorenia ¥4, fo, su oproti jednotke velmi
- malé, moInc 1...11 gtvorce s ﬂuciny ko vellc:iny malé vysS8ich réddov zanedbat,

g tak po uprave bude

&= €5 cosz_go + E_y sinz_gﬂ + ( a'lz + a"zz) siny}ccs_jﬂ

Ak e¥te oznalime celkovu zmenu pravého uhla Jo =
tief vztahy
: - 1 + cos 2p 1= c’bs 2%
2 : 2
cos = H gin =
5 2 ’ '50 2
2 sinso- cogy = sin 297";
dostaneme po ﬁprave vztah pre & v tvare
€ Ex+€y Ex~ &y , 'z in2
wE s . o cos + = 8
T T IR s

Fig * Pop s © pouiijeme

/v-a_/

“:Pento:vyraz Je-analogicky s prvou rovnicox’fz /Iv-3/ na uréenie 6° z danych
Sy ,@-ya "t‘z v rovinnej napitosti. V obidvoch rovniciiach sl navzdjom

- odpovedaju
6 s € T~ —i:-
Iz
6, ~ & T, ~v




% uvedeného vidie¥, Ze moZno. potom pouit véetky vysledné vzorce pre rovine
‘ni napdtost; ek prisludné nspitia nshradime pomernym predf¥enim = uhlovim
pretvorenim. . Pre hlavné pomerné predﬁienia?a‘uhlavé pretvorenie budu pla-
tit vztahy :

R xt &y 1 2 [y
&y = —— e (&, =8) + 4 /v=3/

\ 2

- P " e gl Lo
peres = cemmmen BUFY & (b

< cos 2¢ ¥4/
2 2 2 -

Rovneko a} pre uhol hlavného pomerného predl¥enis dostaneme

g2 g, = /=57

voliih

Ked%e vo vietkyeh v odvodenych rovni-
clach nevyskytuje sa Zisdna meteridlovd
kondtenta, platis tieto rovnice pre viei-
ky materidly, a to pre deformicie elas~
iické 1 plestické, s to tym presnedsis,
§im su deformicie mendie.

Zévislost medzi € a P mnoine analo-
gicky 8 rovinnou anspstostou zndzornit
Mohrovou krufnicou pretvoreni v girad-

niciach -

Obr. 5-3 € a

Iz

(0br¢ 5‘3} e




Vi.

.0..Sivis medzi napéitostou a pretvorenim

6.1 HOOXOV ZAKON PRI JEDNOOSOVEJ NAPATOSTI

VySetrime pretvorenie elementdrneho hranola; na ktory pésobi lem napitie Oy
(obr. 6=1). :

.. Suvis medzi napdtim Gy .a pomernym predfZenim €_ v emere osi x defino-

vanf je Hookovym zdkonom rovaicou /II-9/, t.j.

Adx 0%
& = ~E

dx

v £\ s o . 4 M - e :
.. Trielne zuZenia definovaneé su zZase rovilcam [iI-11/, a ted=

 Ady €x 6%
8 = = o= = o cwmsmmmem
y - ay n nE
Adz - Ex C%
& = = = = = ‘ -

2 dz m nE

-3ﬂzatghggvypljva,%igggjypriamkové napitoat vyvbléva priestorové pretvorenie.

i&
18y

obr, 6-2
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6.2 HOOKOV ZLXKON PRI ROVINNES WAPATOSTI

YVySetrime ;pretverrenie"féle_men"cér:‘aeho wranols (obr. €-2), na ktory sﬁ“éjas*.ae pée=
gobia napidtia 6;; 5 1:53,, e Cz?z . Erﬁdpekla&éme pritom platnost Ho«skeémo B
kona. ' ' :

RieSenie uskutodnime superposziciou. Najprv nech pdscbi samotné napdiie 6
ktoréd vyvold (podobne ake v 8l. 6.1) v smere ogl X pomernd predlfent

e v amere osi ¥ & % zage pomerné skrdtenis

¥ e
s e
E’V = e A
v mE m B

5

ke

e

a
4

Pedobne pri samotnom pdscbeni nepitis @%_ bude v smere okl ¥ pomerné pr
dffenie

Gy
Eff - J
5 B

L4 : ol
‘EJF @fq Cx;r 6"3?
/‘i . 4 - « N
= e m e 8 = e vowswsm 35 oo Shemews
£ = : % . T
L m m o3

Pri sufesnom pbsobeni oboch tychto napdti dostaneme celkové pamem,éfpfsdiw

fenie & Ey v &y elgebraickym sidtom jednotlivych pomernfch prediieni,
= :

a teda bude

&y = ELHEls & = € tEf: & = € v €

Po dosadeni a uprave dostali by sme

1 Oy )
R A Gy
1 o - O% S - /VI=d
& = F \v " Ta
Gx * Oy
&, = -~
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Tieto; rovnice, E110% -rovnice elasticity, vyjadruji zdkonisuperpozicie napati
pretvorenl pTe. r_vinnu napatosf v najjednoduchion tvare° V3eobecné znenie
tohto zdkona je:

je napatesﬁ v bode telesa vyslednou 2z niekolkych napﬁtosti, tzn. ek je

‘ ana ich superpozaciou, je aJ vyaledné pretvorenie dané superpdaieiou Jed-

. notlivych ciastocnych pratvarenln Tento zdkon (Jehe platnosﬁ) je podmiene=

* Ok ny Hookovym zdkonom.

i

E , X rovniclam /VI~1/9 pri sucasnom pocobenl smykového napatia, treba pripisat
i rovnicu pre uhlové pretvcrenln

% rovailc /Ivel/ dalej vyplyva, Ze pri rovinnej napitosti pretvorenie je pris-

storové.
fgifﬁfffi Ak @4 zndme (napr. z merania) €y € mg s B, mo¥no z
rovnic /VI-1/ urdit napdtia 6, = EE; :
B
n° B ‘ Ey\\
an & J—
@VX = 5 Ty + - )
m- =1 f
| > | /VI-2/
& e E €x ]
= E_+
¥y J ’
ne - 1 m

6.3 HOOKOV ZAKON PRI PRIESTOROVEJ NAPATOSTI

‘Vysetrime pretvorenie elementarneho hranola (obr.
.. 6=3), na ktory pdsobis napatia 0% @r s @y,
Q:’t"?”rl.\'- v

N Z

... Deformicie elementarneho’hranola opdt urclme zg

X -7 -predpokladu plaunosti Hookovhn zékona, & teda i

. superpoziciou rovnakym postupom, gko tomu bolo
v predoslom prlpadea

‘JVysledne pretvorenie v smere suradnicovych osi
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Vd V. Vid
‘c *
€ = Ex*t & + EF 4
6 - C Va P V4
z Ty + & z 65

Tede, podobne

g, =

1 6"‘5”(:"\
= (&

' \

1/
. {gy e

E o\ Y

\

1/ C"‘"’C},
— {6, -

E oy /

\

&

L
& = §+&

. .dostaneme .algebraickym su¥tom jednotlivich pomernych preal¥eni, teda:

It
& °

4 gy ¥

AVI=3/

Pri spolupldsobeni aj &mykového napitis treba k thua rovniclam uvaiovel ede
te vztahy pre uhliové pretvorenia

Rovaice /VI-3/ su tzv. rovnice elasticity priestorovej nepétosti.

Podobue; ako foma bolo pri rovinne) napitosti, moZnoe rovaige slagtloity

gat $ief v tvare

o E Ex + 5y * gz
0 = Cg #
A m+ 1 \. - Com =2
'~Gr : m E ‘ Ex €y + €&,
C e €+
J m 4+ 1 ¥ me- 2
" nE  Egr g 52\\
L6, = . t
Lo 1 - 2
mo+ 10\ n /
-kie . & =

go neskor odvodime.

napatiami

L}

U

i}

Ep Ey + 5; je pomerné zmena

(ZJ
g — IVi=4/
y pi-
Q\
f A
2G{E <+ ’
- me= 2
: s
@., \
2 G E-y,+ ) W /VI=5/
G-<%z + j)
2 m h
ebjemu9 g G = s
‘ 2{m + 1

-asIOdvodené rovnice -/VI-3/, resp. /VI-5/ pletia aj pre napatosﬁ danu higvadmi




6.4 POMERNA ZMENA OBJEMU

1
i

pri urdoveni zmeny objemi uve¥uime elementdrny hrenol rozmerov 4x, dy, 4z
‘(obr. 6-48)- .

Pretvorenie elemeniérneho hrancle Je vo vieobecnos—
ti dané pomernymi pred{feniami e;xg 53‘ s €, & ub-
lovimi pretvoreaiaml P Ty a Py Lk e viet-
ky tieto pretvorenis mald, moino zmenu al¥iy hrén
vplyvom zmeny kolmosti, s?@r:‘:@benjej Smykovym napl-
tim (obr. 6-4b)Y, zenedbel, & pc}‘tbm bude

rl

) = dy’

e

Poévodny objem elementérneho hremole je

av’ = ax{l + €.3(1 + ay‘ dy(l + E"‘z} &

rd

A= B X b ey oy PR -
Po vyndsobeni a zenedbeni malych vellilin vys¥ieho rddu (vBetky sudiny &g
ES » €, ) dostaneme: '»

¥ = dx dy dz (1 + E. % a«’::y + 52) = dx.4v.dz + d%. .;g@d.ze‘{sy-'a— ;,..1476;3;,)

i

d.?’%«dfif(&x+€y+ 2

o
=
Y
B
[U)

% %oho potom zmens objems je-

- & pomernd zmena objemu bude

G = “ é:.,, + + & /VI-6/
. dTg’ b -n.v €y - ! .

Ak do téhto vjrazzi Jossdime edte za Egs a.y y €, z romic elagticity
/VI=5/, po “preve dostaneme: o




o« 2l (o100, ey

Pozndmke: V pripede vieetrarmého tahu aslekho tlalu bude:

0 o e G o 5 €0 60 o

Oy = Gy =06, = v

S o o~

a tak v tomto pripade bude:

me= 2 :
& = e 3y : /VI=8/

=
o

m E

Pre nestlalitelné telesd Je pomernd zmens objemy 6 = Q0 a z toho vyplyva:
me=2 = 0, av takom pr npbda mo= 2,

Poissonova konStanta musi ‘nyif‘ teda vidy vES8ia sko 2. ¥ opadénon prdipade,
teje. Pre m <« 2 by bolas. sko to vyplyve z rovnlce /Ti-B/, pri visgbrannon
tahu pomeérnéd zmena objemu & =zdépornd, &o sreime odporuje shubtolnosbi.

&.5 ENERGIA NAPETGS‘EI PRI ROVINNES NAPATOSIT

Uréime nejprv energiu napdtosti elementdrneho hrancle, ns ktory pdsobls nor-

mdlové napitis &% oy & gmykové napitie @, podle obr. 6~5 .

S g 2 S
O ,a:*aﬁ" fg |
I& 1ot {
PG N /
1 th] ‘{3‘
i i i <1 f
i i
RN
‘E}n'@
Obr, 6=5 A k Obr. 66

Ked su deformicie melé, mé zoSikmenie stien udinkom Smykevého naipétia VJ‘;

len veTmi maly vplyv ne zmenu pdvodnej d‘fzky dy {(obr. 6=6}, a preto ener-
‘gla nepdtosti normdlovich napéti aj v tom*‘a pripade zdvisi len na predizen.‘

brén vplyvom napat:x 6, & 6’3,
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Energie napétosti od, Jed.notlivych napdti 6" 6, U, moZno potom él-»
gebraicky sc:l.tat’ (pouz:.;j eme pritom aj rovnlce /II—lB/, resp. /II-14/), po-
-tom,_celkovd. energ"a na péxosti elementdrneho hrancla bude '
S 0% - & 6y - & T2 ° Iz -
i = - - 4V + > av + S av /Vi=9/

Mernd energia napdtosti, t.3. energia napétosti pripada;juca, na jednotku ob-
Jemu elemeni:é.meho h:ranola, potom bude

dA O% * & Oy * &y Ty * J%
Al = e + % /VI“IO/
av 2 : 2 2.

Ak na vyjadrenie pomernych prediéeni pouZijems rovnice élasticity /¥i=3/ a
pomerného posunutia Hookovho zékonsa pre gmyk /II-10/, po uprave dostanems

1 5 2 1,

, 2 : i '
Al e i (®X + 6\{? = "";;"s G’Xegy)'ﬁ'“‘g‘?;a crz /Vxﬂ'llf

2E

Ak je rovinnd napatosf:‘ dand hlewnymi napdtiami 6 a 6‘2 { @, = 0}, rove
nice /VI-=11/ prejde do tvaru : :

e

(el y | SVI-12/
- 3 . - —G .0 12
) > (P1 v 63 — 01 -8 l

6.6 ENERGIA NAPATOSTI PRI PRIESTOROVEJ NAPATOSTI

Romakym BpOSObOIﬂg agko pre rovinnu napatost‘, moZne odvodit’ preé merny ener-
giu napdtosti pri priestorove:j napédtesti (obr. 6-T) vzﬂah

_— ,
Ay = ?v(e'x‘sx*’@yﬁsy*@z‘a_z*

‘T’6+fl'£y+‘2"ez

. Ak do tohto virazu doaadime z8 E_ gy v Eg
- rovnice elesticity /VI-B/ 828 fos Fyr Ty
rovnice /VI-4/ s PO uprave dostaneme

o " ' o2
) - ; Al = 2 E @'x @'2 =+ @g b ““; <G-1 c@y +
Obr. 6=7 i ;
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1 2 2 2 ]
+ Gy « 6, t O, v;.f6'x5l;‘+ ZT[Q;{ + Q?J + Q‘é} /VI=13/

conchk Je priestorovd. napétogt dand hlavnymi napitiaml 6’1 2 G s 6"3 s { &

: % - =
. Q}= Q‘; ‘= 0), rovnica /¥I-13/ prejde do tvaru
- 1 ’ - 2 2
Al =" “E“Eﬂ'[-@i-i- @\é + @\'3 - —;:- ( @'le 632 + 6'2¢ @‘3 + 6‘1 @@'3)
s ITI=14/

- 6.7 MERWA ENERGIA NAPATOSTI PRE ZMENU TVARU

- Ked@%Ze vo vSeobecnosti zmeni sa tak objem, ako 8j tver teless, mo¥no celkovu

energiu napitosti rozdelit na energiu nep&tostii, potrebnu ne zmenu tmrmg -}
energiu napdtosti, potrebnu na zmenu objemu.

sé“‘

4
dy "

Ke& Je. priestorové napétost dand hlavnymi napétiami 6’ 6’2 a 6‘5 {obz

-6-8a) 5 aby -gme zisgtili jednotlivé podiely energie napaitosti,, rozloﬁ:.me Bige=
né napétia na zloZky

& =
6; = 6{ + 0
6. - @'I + 6_// }. .
2 2 92 . /VI=15/
- rd ‘d
65 @3 + @g y




sukder G0 @ » 03 60 napétia sposobujuce gmenu tvary,
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~6’”,6”’ , G‘" - nepitia spﬁsobujﬁce "iz;menu objemu.

- Ak na elementérny hranol posobia len napelt !.a 6‘1 ’ 6'2 N @" (obr. :6-8b), na-
;.»zg:stéva len zména tvaru . hraaola, to znamené, %e objem musi zostaf kanﬁtantny.
k6] L€ zmena. o‘b;]emu AdY = 0, &o podIa rovnice /VI-T7/ znemend, Ze aj

me= 2

mE-'(G\E*’e\é*e‘;) -0

Aby bola této rovnica splnend, musi byt
G’i + GZ + @3 = 0 | : /vi=16/

Ak na elementdrny hrancl pdsobia len napétia . &7, @-"” (obr. 6 -8¢), na~

-gtdve len zmena objemu hranola, tzn. Ze sa nemen:. jeho tvar, =S vted.y nesmi
v Ziadnom reze hranole posobiﬁ gmykové napitia. Mohrove kruZalce napé:bia
takejto priestorovej nepétosti zredukujﬁ sa na bod (obr. 6£=84). qui potom

platit

of = of = o | | - vI-1/

S¢itanim rownic /VI~15/ dosteneme

6y +Gp + 03 = (6 +065 +0%) +06] +0f + 6]
Pou¥itim rovnice /VI-16/ a /VI-17/ na upravu posledného vztahu dostaneme

Vi

@'1- "';@’2 +Cf>"3 = ‘36"

. -8 z.toho. zlozka napitia: (resp. zlozky napatia) vyvolava;yuca Zmenu objexm

Je

6"1 + @'2 +@"3 5
67 = 5:- - i , - /VI-18/

Celkové mernd energia napitosti je

A = Ai+A£’

. :kde Al Je mernd energia napétosti, potre‘mé; na zmenu tveru;

srmernd energia napitosti, potrebna na zmenu objemu.




A{ = A - Af’: : ‘ : /VI-19/

“Merni energiu napitosti, potrebni na zmenu otésj emu, vypoéitame z rovnice
LT /VI=14/, ke&_do_.vteﬁg;dc'madime rovmicu /\I:E-."sz/9 resp. /VI-18/, e po uprave
dogtaneme ,

m=2 2 -
- {G”i*-;- b, + 6"3} L _ /VI=20/

AT =
1 6 mE

Ak teraz desedime rovnicu /VI-20/ do rovnice /VI-19/, po uprave dosteneme
merny energlu napdtoesti, Dotrebnu na zumenu tvaru

o

5 w+ 1 2 2 2 ) : ' '
A7 =- -=-===;— — 07 + 6 + Gy = (07067 + 0y 05 + 0y .65) /Vi-21/
mi - - )

Tato energiuv napdtosti niekedy nazyvame aj energiou napéiosti Smykov veh na=
pati.

6.2 sOvisLos? MEDZI E, & = m

Wedzi modulom prufmosti v tahu - tlsku B, modulom prufnosti v Smyku G
& Poissonovou kondtantou m existuje zévislost, ktort méZeme Tahko odvodite -

T Uvafujme pri tom elementdrmy hranol,
4 : zatafeny samotnymi Smykovymi napé- '
&, ——nh g T tiemi (obr»., 6-9a), ako Zpecidlay
o ? ' / X ~ priped rovinnej napitosti.
N ¢ T
‘ ! B} 52‘\ § & Mernd energis napitosti »p:-es*éha
. ?w_-_ _j'f‘ Smyku podla rovnice /II-14/ Je
T 6; o ,
6; ==f : ' 1 1 s
e = TR T T T
Obr. 6-% ‘ : JIT=14

‘Mernu - energiu napitosti prostéhe 3myku msmo vsa!c vyjadrit podls rovnice
/VI=12/ eko :

1(6»2 o2 26‘¢’)
Ay = — + o —— 67 .0
. 1% g 1 2 m 172

kde podYa Mohrovej ‘krufnice napdti (obr. 6-9b) Je 6‘1 == T3 G = =T




- T3 =

' '5!@1:%&3 tieto hodnoty dosadime do posledne] roﬁnice', dostaneme

/vxéaal

Roveice /II=14/ .8 /V‘I-ZE/ v tomrg pripa&@ vyjadrujd mernv energiu ns.pb:tosti

toho istého pripadu, e teda musi byt

by = 4 §
- '%? | 1

¢ m 4 2

CEORBERCTD & ‘t’

2 G m B

. & z toho modul pruinosti v Smyku bude

mE
2 (m+ 1)

fVI¥a3/‘




7.0 Hypotézy porusenia matenaiu
pri priestorovej nap&mste

. Prevafnd Easﬁ-ﬁdajovrc_pevnosti materidlov bola zigkand laboratornymi skuis-
+-kaml naméhanim na tah slebo na tlak. Prirodzene, Ze aj dimenzovenie sudiagte
‘ky namdhanej prostym tshom bude podTa toho uloha velmi jednoduchd. Treba

.splnit len podmienku, aby najvicsie napidtie neprekrodilo hednotu dovoleného

‘namdhania Gaov , ktoré pri vidiine huzevna%ych materidlov md pre tah i tlak
rovnaké hodnoty. Krehké materidly meju tieto hodnoty rozdielne. ’

UZ v II. kapitcle bolo uvedené, ¥e dovolené namdhanie urduje sa tak, aby bo-
la zerudend igtd miera bezpednosti 8 ocproti vaniku nebezpelného stavu (pod
nebezpefnym stavom rozumieme porusSenie alebo velki trvelt deformicin). Pri
- priamkove] napdtosti (kie 6’ =0 a 63 = 0) . moZno vietky medzné podmienky
pre posudenic nebezpelia psfuchg urdit z 1&b0“at0£ﬂy ch s&ueok v Tahu aiebo

tlaku.

&

Pri rovinnej elebo priestorove] napitosti, kde ani jedno z h;avnjch napitd
“nie je rovné nule, mdZe byl zafiabok nebezpedného stavu (t.j. stava, ked do-
chidza k poruche alekbo velkym trvalym deforyicidm) sposcbeny vSecbecns viz-
nyxi ¢iselnymi hodnoteami @ﬁ.’ Gé s Gé(s Kafdej kombindcii tychkic napdti bu- .

’ L v . ’ e 7 A . z .
du prisiuchet wréité nebezpelné heodnoty hiavnych nap tz pri ktorych nestd-
va nebezpelény stav materidliu.

Na urlenie tfchto nebespednych napsti 'G’ Gé s 63 bolo by petrebne nami-
“~hat vzorky materidlov v laboratoridch p*z rOznych vzdjommych pomercch hodnét
‘4¥chto napdti. Prakticky takéto pokusy uskutodnit ani nie je moiné vzhladors
na prevédzkové taifkosti, ale nsini pre ve”“@ mo¥sgtvo skudolk.

t.s

- Treba preto ndjst spbsob, ako zostavit pri zloZenej ne Datost1 podmicrky pev—
vnosti podla hodndt medze klzu 0%, & medze pevaostl GV T zigkanfch zo sk~
“Sokipri’ priamkove; napitesti. Nebezpedny stav, &i uf pri hifevnatfch mate~
ridloch (okamih vzn1ku verkych trvalych deformécii), alebo prlikrehkych -
‘teridloch: (okanih-vz: vvnikn_trhl in) pri rovimnmej a priestorovej napatosii bude-

: ““posudzovaﬁ pomocou tzv. -porovhd ivajiiceho napitie 6; s ktoré semotné by

: uﬁvyvolalo rovnaky: nebezpelny Etav, ako St oona Povinnd slebo priestorevé na-
p&tost: “Pri-dimenzovani-kladie sa spravidla poziadavka, aby porovnévajﬁce

‘- papitie bolo men¥ie, ako dovolené namdhanie, teda

6; = Gﬁov'

—JVeIkosﬁ;pOrovnévajﬁbeho,napﬁ ia Je de*ﬂﬂovava rCzne podla jednotlivich hypo-
téz.




= T5 =

ﬁypgtéga_ggjvacsieho normaloveho napétia (Rankln, Clapeyron)

sk

Péto. bypotéza predpokludé,~Eernebezpeény stav materidlu;nastane vtedy, ked
- ajvédiie- normalové napstie danej nap#tosti dosiehlne hodnotu normélovéhe na=-
;patia priamkove] napdtosti,- pri ktorom nastéve zlom (kréhkych materialov),
resp. ¥ eIké trvale ‘deformfcie (hi¥evnatych materidlov). '

B
1
H

Z’

_Teda 8) vieobecne, ked vietky tri hlavaé napitia 67 , @é a 03 su rdzne
0d nuly, treba pri kontrole podla tejto hypotézy pocltaf len s velkostou naj-
vig¥ieho normidlového napdtia v tahu alebo v tlaku, a ostatné napitia ako ke-
by nemall vplyv na pevnost materidlu. Porovndvacie nap;tie bude v tomte pri-
pade rovné meximdlnemu hlavnému napdtiu: .

o, = 6] = Gpax (pri tleku 6 = '6“33)

e podmienks pevnosti podla tejio hypotézy potom bude

6 = B3 = Odor o : /ViT-1/

Tédto hypotéza déva vyhovujice vysledky len pre krehké méteriély,

II. Hypotéze najviaddieho pomerného prediienia'(Saint«Vénant)

~ Podla tejto hypoﬁegy dochddza k nebezpecnemu stavu m&terialu viedy., ked po-
' merné p“edizenia (resp. skrdtenie) v ktoromkolvek smere. ‘dane} napdtosti do-’
siahme hodnotu pomerného predeﬂnia priamkovej napatostl, pri ktored naetam
va poruchs. » ‘ : Pk g

Nebezpedny stav nastéve teda pri pomernom prediZeni

PRORRIE TR

ajvéééie_pomernéaprediﬁenie,pri vseobecne] napatost dené rovnicou elag-

ticity /vi-3/: ‘
1 < - Gy 63 i
— 6y - - |
E n -

J

SR ¥ 0
PN+ &

o
|
"




Ca6 -

-;Podmienksa pevnosti podla tejto hypotézy potom bude

6"2 + @’3
6‘5 = 6’1 = e é Gdov ‘ /VII-Z/

m

- --Vyhovujtce vysledky déve tdto hypotéze pre krehké materidly.

. III. Hypotéza najvéd¥ieho ¥mykového nap&tia (Guest —Coulomb)

‘Podla tejto hypotézy nastédva pri vBeobecne] napfa‘ntost’i nebezpeény stav (po-

- pufenie) materidlu vitedy, ked najviiiie Smykové napétie dane] napitosti do-

i vaesd Maximdlne Emykové'yinap'a’.tié ‘priestorove) napdtosti (obr. 7=2) podla Mohrovfch_

to0:rPorovnanim poslednych dvoch vyrazov dostaneme

‘sehuje hodnotu Zmykového napétia priamkovej nep#tosti, pri kitore] nastéve
porucha.

Ked pripustime pri prostom tahu (6i>r. 7=1) = Mohrova kruZnice jednoosove}]
f‘ngpatosti - pre mormilové napdtie hodnotu @'max = 6' s . potom pajv'é.ééie
Smykové naptie bude: : : i

: 6"8
q~ =
nmax 2

ktoré pésobi v rezoch sklonenych pod uhlom 45° x smeru Yahového napitis 6.

'.B,b ) ?o"l'\i‘

3 ‘.E ‘L’ 6;)6;’6\3.

—

Q_ME_L.

|
|
|
1
s
t
|
|
1
-

Sheltt Obme Tl Obz. 7-2

xrufnic priestorovej napétosti bude

61 - 9
‘t’max o = 2

= 6’8

e 0y =03 (pre rovinni napétost: & = ?’1 -63)
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st rPodmienlku~péevnostii pre priestorcmi napdtost dosteneme v x

6, = 0y = O47IEE 00y

a pre rovinnu napétost

2

6y =9 - 03ViEE" G aoy — L /VII=4/

»waé%c,hypdtézafsﬁhiésiadosf?presne go skutoénosﬂou; najmé%pri hiZevnatfch ma-
" terifloch. Potvrdend je skiikemi viestrammého tlsku. Neplati pre krehké me-
teridly. ” [

. IV. Hypotéza celkove] energie napstosti (Beltrami ~,Haigh) : !

Podla tejto hypotézy nastéva porudenie materidlu nezévisle od zloZenej na=
pytosti viedy, ‘red celkovéd energia napitosti danej napdtosti dosishne, resp.
.prekro¥i hodnotu celkove] energie nepitosti priamkovej nepétosti, pri kto-
rej nastdva porudenie materidiu. b

- Ked pri prostom tahu pripusgtime hodnotu normilového ndpatia Gy = G dov *
bude energia napétosii tejto priamkove) napétosti dand vyrazom

Celkovd energia napidtosti pri priestorovej nap&tosti podia rovnice /VI-14/
je ‘ : ,

Al L2 e G, + B Gy + B O
Ay = o E 61.+6}+6‘3 m<61 2 2_23 13

=7 Porovnanim obidvoch ene:gii napidtosti dostaneme

- 61 .A6“3 )

e
£33

. +Podmiénka ‘pevnosti pre priestorovi napatost podls tejto hypotézy je

i e e R b S T = - — 3

2 |
- ..;.(6»1. Gy +6,. 03 +G.63) = 63ov

' . v /VII-5/
" & pre rovinnu nepitost, kde 63 = 0, bude:
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2 2 2 '
- 6 Gl s = & -6
6, = V;}l +6, - 6,.6, | = 60y /VIT-6/

i - - s £ . Py - e £ ve
Padto hypotéza suhlasi sc skutolnostou pri h&; ynetych materidloch pri napi-
tosti, ktord spbsobuje zvifienie objemu.

V. Hypotéza energie napdtosti pre zmenu tvaru (energie napdtosti Smykovich

napitf{) - Huber -Misses -Hencky (H -I ~H)

Podla tejto hypotézy nastédve porufenie materidlov nezévisle od zloZenej ne-
patosti viedy, ked energle nspitosti pre zmenu $varu dane} napdtosti prekro-
g1 hodnotu energie napiitostl pre zmenu tveru priamkove] napitosti, pri ko=
rej nastéva porucha.

Ked je priestorovd nspétost deni napdbtismi 5’1 s G5 6’3 , Dotom mernd ener-
gia napdtosti pre zmenu tvaru je podls rovnice /VI=-21/ '

m+ 1 2 2 7
A = [@;+5é+

- (_;3'1@'2 +62 (5"3 +6’1 6“3)

=N

3 mE =

Mernu energiu napitosti pre zmenu tvere pri jednoosove) napitosil dostaneme
taktie® podla rownice /VI-21/, ked do nej dosadime za b"“i =6 ,. Gy =0,
6’3 =0 . Potom bude -

w4+ 1 6“2
1 3 mE s

Porovnenim t¥chto vztahov a dprevou, podcbne sko v predchidzajuce] hypotéze,
podmienke pevnosti potom bude

H

N B 2 2 2 : |

" @ pre rovinmi napitost dend nepétiami 67 . Oy Gy = 0, bude

7

2., a2 - e , '
0y = v @i.+6§ :“‘@'l°@’2 é Baov /ViT-8/

-Skt¥ky ukézeli, Ze této hypotéza ddva nsjpresmejsie hodnoty pre hufevnaté
materidly s vinimkou vestrexmého tehu, ked by podls tejto hypotézy materidl

zniesol nekonefne velky viestramny teh (63 = G, = 63 = p s teje:
6/8 a 0. ‘ .
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'Setky pevnostné hypotézy vyjadrené si pomocdou hlavnych napéti
atak pr Jednotlivé pripady naméhenia bude ivZdy potrebné najprv

urcit’ hlavnéﬁnapatia pre dami napitost, tieto potom dosadit do
pz-isluéne:j hypotézy, '

\reImi Eaaty Je pripad rovinne;j naphtosti, danej napéitiami 6 a T {obr.

: 7-3a). Uréime pre takyto prlpad podmienky pevnosti podIa Jednotlivych pev-
‘nostnych hypotéz! :

gok
]
§
T

Obr. 7=3

Hlavné napétia pomocou Mchrovej kruénicé (obr. 7=3b) budd definované vziah-

omi

6; = g o= WO 4 g
2 2 :

. : /VII-8/

1
6'2 =£"""‘-" 6"'4?
.2 2

& potom podla jednotlivych pevnostnfch hypotéz bude:

L. Hypotéza najviSsieho normflového napétia

-'Ak_do romice /VII-1/ dosedime za hlavné napitie 6‘_"1 2z rovnice /VII-9/ . PO
‘Uprave dostaneme podmienku pevnosti v tvare ;

s = 0,5¢ _;fq-:ae,-s;t:V@z +4af = Odov - /vII-10/

G,
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i .. II. Hypotéza najvad¥ieho pomerného predfZenia

* Ked do rovnice!/VII-2/ dosadime za 0y @ ?é gz rovnice /VII-9/, podmienke
- 'pevnosti podle tejto hypotézy po uprave bude .

6, = 0,356" +0,65 U@z v e0? = 6y, /VII-11/

III. Hypotéza najvdédieho Smykového napiétia

Ked do rovnice /VII-4/ dosadime rovanicu /VII-3/, po ﬁpra?e doptaneme

5 |
O, = |0+ 42" = Gaoy /VII-12/

I¥. Hypotéza celkovej energie napitosti

3

Ked dosadime do rovnice /VII-6/ zs Gy Gé rovaice /VII=9/ & z& m = 10/3,
dostansme

2 2! , '
5, = V; +2,6% = 6Gaov . /VIT=13/

V. Hypotéza energle napitostli pre zmenu tvaru {(H-M-H)

¥ed do rovalee /VII-8/ dosadime rownicu /ViI-9/, podmienka pe?ﬁésti bude
f | >
@; = -VG‘ + 39 = Gﬁov ; /ViI=14/

Prikied 2:

D D 7 T S e O T 4D

“’Ked je dand rovinnd napétost len sambtnﬁmi%émgkdvﬁmi napttiaml (obr. 7»4&),vv
‘potom, ‘ako to vidiet aj z Mohrove] kruZnice napiti (obr. 7-4b}, hlawmé ne-
pitia budu: ‘ T




motéza najvisieho normilového naphitia

do rovnice /VII-1/ dosadime za 6 =7 & 6, = =7, | dostaneme

NIT-15/

IX. H,vpotéza najvﬁ?ssieho pomarnéhc

predlZenis

Ked do rovnics /‘VII:-ZI dopadime ga”
63 =% & 6 = m‘i";, po uprave bude

-
6 = 137 = sé;ov
a % tokos

R (474 - -
Taor = Os 77 dm,. - /VII-16/

111, Hypotéza mﬂ:ﬂ.&ineho éﬁykového nepitis

ed do rovnice /VII«4/ dosa.d.:.me z8. @‘ =7 8 G’é - =T, fdnstaneme.

Taov = 056’“‘,_ o A L=

V. Hypotéza celkovej energie napﬁtdsti"

ed do rovnice- /‘VII-G/ dosad:.me za 63_ vy Gy = =T a = 10/3 s Do
prave dostaneme : ' S :

TR

Taow = 0462850y /TLI-18/
- Hypotéza energie nep#tosti pre zmenu tvaru .;(ﬁ»m-_ﬁ)'

4o rmice/ﬂl—ﬁ/doaadime 'Azfa. @i =7 a Gy = -'_'2' ’ iiostaneme:‘

—




G’B-B

a % toho

Gaov | /vn-ls/

Ako, vidiet’, dostavame podla Jednatlivych pevnostnych hypotéz rozdielne hod=

.,nc‘ty dovoleného naméha.nia v smykﬁ v zdvislosti od dovoleného nemdharis v ta-
§ Vyhovujuce a; najnaaaawpriblizujuee skutobnogti déva;]u vyaledky, zia-
kané zo-I_V resp. V. hypotézy, ‘LG, Ee dovolené naméhanie v smyku ;je asi







